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内 容 提 要 


杰 书 是 作者 在 紧 致 齐 必 空间 上 的 调和 分 析 方 两 研究 工作 的 小 
结 . 内 容 分 为 四 部 分 :一 .必要 的 预备 知识 ;二 . 紧 致 李 群 上 的 谓 和 
分 析 的 若干 基本 结业 | 二 、 紧 致 章 性 空间 上 的 谓 和 分 析 的 若干 基本 
结果 ;四 .上 述 理论 在 多 复 变 国 数论 中 的 基 些 应 用 . 
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Harmonic Analysis on Compact Homogeneous Spaces 
Zheng Xuean 


Ahstract 


This is the monograph to collect the author research works 
on Harmonic analysis on compact homogeneous spaces. It con- 
tains following topics: preliminaries of Lie groups and Lie alge- 
bras; asymptotic properties of Fourier coefficients, Poisson sum- 
mation formulae, Riesz potentials and Riesz transformations; Hr 
spaces on compact Homogeneous spaces; applications to several 


complex variables. 
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H A on 


Bh 60 年 代 起 ,由 华罗庚 教授 任 主编 的 现代 数学 丛书 ) 编 辑 委 
员 会 曾 组 织 编 著 , 并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专著 ,有 几 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数学 界 和 广 
大 读者 的 高 度 重视 ,获得 了 很 高 的 评价 . RBS ew Be EE 
直 . 吴 新 谋 三 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 《丛书 》 所 作出 的 贡 
献 迄今 仍 为 人 们 所 敬仰 .怀念 . 由 于 某 些 客观 原因 ,《 现 代数 学 从 
忆 》 的 出 版 工作 曾 一 度 停顿 

为 了 透 应 现代 数学 的 迅速 发 展 ,更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必 须 大 力 加 强 《 现 代数 学 丛书) 的 规划 .编辑 、 
出 版 工作 ,充实 编 委 会 的 力量 , 考虑 到 不 少 编 委 年 事 已 高 ,经 向 原 
编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 1990 
年 对 编 委 会 作 了 调整 ,补充 了 一 些 著名 的 中 年 数学 家 和 学 科 带 头 
人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明确 了 本 从 书 的 宗旨 . 

《现代 数学 丛书) 新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名 誉 主编 、 
谷 超 豪 教授 任 主编 ,18 位 著名 数学 家 任 委员 . 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 , 主持 书稿 的 审核 等 工作 . 

《现代 数学 丛书》 的 宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 .对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 、 国 内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 . 

为 了 实现 上 述 宗 旧 ,本 丛书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 .应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 . 有 创见 且 具 有 系统 完整 


3 iH Fie we FA 
研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 . 
为 出 版 好 《更 代数 学 人 处 书 》, 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 天 力 支 持 和 悉心 指导 ,并 欢迎 广大 读者 提出 宝 幅 的 建议 和 意 
W. 


上 海 科学 技术 出 版 社 
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Fields 奖 获 得 者 ,数字 太 师 撕 成 桐 教 授 于 1997 F, E Ap 
国 数 学 发 展 之 我 见 》 一 文中 ,说 了 这 样 一 段 话 :“ 中 国 近代 数学 能 超 
越 西 方 或 与 之 并 驾 齐 驱 的 主要 有 三 个 ,当然 我 不 是 说 其 他 工作 不 
存在 ,主要 是 讲 能 够 在 数学 历史 上 很 出 名 的 有 三 个 ;一 个 是 陈省身 
教授 在 示 性 类 (characteristic class) 方 面 的 工作 ; -个 是 任 罗 康 在 
多 复 变 函 数 方面 的 工作 ,一 个 是 汉 康 在 有 限 元 计算 方面 的 工作 . 我 
为 什么 单 讲 华 先生 在 多 复 变 函数 方面 的 工作 ,这 是 我 个 人 的 偏见 
华 先 生 在 数论 方面 的 贡献 是 大 的 ,可 是 华 先生 在 数论 方面 的 工作 
不 能 左右 全 世界 在 数论 方面 的 发 展 , 他 在 这 方面 的 工作 基本 上 是 
从 外 面 引进 来 的 观点 和 方法 . 可 是 他 在 多 复 变 函数 方面 的 贡献 比 
西方 至 少 早 了 10 年 ,海外 的 数学 家 都 很 尊重 华 先 生 在 这 方面 的 成 
就 . 所 以 ,我 们 一 定 蓝 接 自己 的 方向 ,我 想 这 是 一 个 很 重要 的 看 法 , 
我 们 近 20 年 来 基本 上 跟随 外 国 的 潮流 . 我 们 没有 把 基本 的 想法 搞 
清楚 ,所 以 始终 达 不 到 当年 陈 先生 、 华 先生 或 冯 先 生 他 们 的 工作 ,” 
(3) 8 1997 年 中 国 科学 院 ,科学 发 展 报告 ).“ 海 外 的 数学 家 都 很 尊 
重 华 先 生 在 这 方面 的 成 就 ", 这 是 我 在 国外 亲眼 目睹 ,亲身 感受 的 ， 
华 先生 在 多 复 变 函数 方面 的 贡献 的 确 是 举世 公 试 的 . 他 的 名 著 《 多 
复 变数 函数 论 中 的 典型 域 的 调和 分 析 》 也 早已 成 为 多 复 变数 函数 
论 的 经 典 著作 . 大 家 这 样 尊重 华 先 生 在 客 复 变数 函数 论 的 成 就 , 扫 
根 结 蒂 因 为 这 是 我 们 中 国人 开创 的 .具有 鲜明 特色 的 “自己 的 方 
向 ”, 是 * 从 数学 的 根本 上 找 的 研究 方向 ”. 正 因 为 这 是 具有 高 度 创 
新 的 工作 ,以 至 于 至 今生 命 不 息 , 还 在 不 断 地 向 前 发 展 . 


2 序 

在 华 先 生 窟 完了 十 述 那 部 名 著 之 后 ,他 就 指出 :作为 这 项 工作 
的 进一步 发 展 之 一 ,应 建立 起 典型 群 上 的 调和 分 析 , 他 自己 写 了 这 
方面 的 第 一 篇 论文 ( 见 本 书 参 考 文献 [2]). 20 世纪 50 年 代 , 我 在 
他 的 指导 下 ,进行 这 方面 的 研究 . 后 来 一 批 当 时 的 年 轻 人 继续 做 了 
很 多 很 好 的 工作 , 20 世纪 70 年 代 末 , 当 我 写 { 典 型 群 王 的 调和 分 
析 》 一 书 来 总 结 这 方面 的 研究 工作 时 ,很 尔 为 他 大 写 序 言 的 华 先 
生 , 欣 然 命 笔 ,为 拙 著 写 了 一 篇 十 分 精彩 的 序言 . 他 指出 了 这 项 研 
究 工作 的 意义 ,而 序言 的 最 后 一 句 话 是 ;“ 这 是 一 个 有 丰富 前 途 的 
AB ARCA. ”内 月 匆 妇 ; 华 先 生 写 这 篇 序言 已 是 20 年 前 的 事 
了 ,而 他 老人 家 也 已 离开 我 们 14 年 了 . 但 值得 告 感 他 老人 家 的 是 : 
他 对 数学 ,尤其 是 客 复 变 盟 数 的 创造 性 的 贡献 , 郊 来 意 为 人 们 所 认 
识 , 所 肯定 . 他 开创 的 具有 鲜明 中 国 特色 的 “自己 的 方向 ”正在 不 断 
HEEK. 

这 部 由 郑 学 安 教 授 扎 写 的 专著 ,就 是 由 华 先 生 栽 下 的 大 树 上 
结 的 又 一 个 硕果 , 从 典型 群 王 的 调和 人 分析, 继续 沿 着 华 先 生 的 路 
线 , 以 李 群 . 李 代 数 的 表示 为 工具 ,来 研究 紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空 
间 上 的 调和 分 析 是 顺理成章 的 事 , 当然 其 难度 较 之 典型 群 上 的 调 
和 分 析 要 难得 很 多 很 铸 . 郑 学 安 教 授 以 他 深 厚 的 数学 功底 . 勒 香 的 
工作 ,出 色 地 .创造性 地 完成 了 这 项 研究 工作 . 这 是 一 部 具有 鲜明 
的 中 国 特色 的 专著 ,是 继续 沿 着 中 国人 “自己 的 方向 ”向 前 奋进 的 
P. 正 因 为 如 此 ,本 书 所 和 叙述 的 那些 研究 成 果 , 较 之 国外 在 这 项 课 
题 上 的 研究 成 果 训 系统 得 多 RAGS. 并 且 仍 有 很 密 很 有 意 兴 的 
问题 有 待 于 进一步 的 发 展 与 研究 .这 也 再 次 证 明 : 华 先生 在 20 年 
前 所 说 的 ,这 是 一 个 有 丰富 前 途 的 方向 ”是 多 么 有 远见 ! 

2000 年 是 华 先 生 的 90 寿 展 , 也 是 他 逝世 15 周年 . 本 书 的 出 版 ， 
无 疑 是 对 他 老人 家 的 一 个 十 分 有 意 习 的 纪念 . 他 量 已 离开 我 们 ,但 他 
开创 的 * 自 己 的 方向 ”依然 指引 着 我 们 ,他 依然 活 在 我 们 的 心中 . 
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紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 , 是 抽象 调和 分 析 的 重要 内 容 , 也 
是 经 典 的 Fourier 级 数理 论 的 目 然 而 深刻 的 发 展 . 紧 致 齐 性 空间 
上 的 调 利 分 析 还 与 多 复 变 苯 数 论 的 茶 些 领 域 有 着 锯 切 而 深刻 的 联 
AA, 

当 一 个 连通 的 紧 致 歼 曼 流 形 上 的 等 度量 变换 群 在 其 上 的 作用 
可 递 时 ,就 称 它 为 紧 致 齐 性 空间 ,因此 紧 致 齐 性 空间 包含 了 广泛 的 
几何 对 象 : 紧 致 李 群 . 欧 氏 空 间 中 的 球面 ,多 复 变 有 界 对 称 域 的 
Silov 边界 等 ,都 是 紧 致 齐 性 空间 的 特例 . 

本 书 是 作者 沿 着 华罗庚 教授 和 蓝 异 教授 的 研究 路 线 ,在 紧 臻 
齐 性 空间 上 的 调和 分 析 中 所 作 工 作 的 一 个 小 结 . 本 书 分 成 四 部 分 
第 1 章 是 预备 知识 ,内 容 包 括 李 群 李 代数 , 复 半 单 李 代数 、 紧 致 李 
Hi ARASH RSM. TAT BRS LA Fourier 
FET pa AY AA Laplace 算 子 ;介绍 了 紧 致 齐 性 空间 上 的 
Dirichlet — Æ Æ , Ahel — Æ 5 Riesz 一 获 核 ,其 中 由 蓝 异 教授 在 
酉 群 土 的 调和 分 析 研 究 中 建立 的 Abel — HA Riesz — RTE 
蛇 致 齐 性 空间 调和 分 析 的 研究 中 有 着 深刻 而 广泛 的 应 用 . 

第 2 章 主 要 讨论 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 , 主要 内 容 有 :Fouri- 
er 系数 的 类 近 性 质 .Fouriet RAH KAI. Poisson KAZ Riesz 
位 势 与 Bessel (i734). Riesz fa Bessel 变换 .Riesz 一 黎平 均 在 通 
近 论 中 的 应 用 等 | 

BY BARRE LHI OS Pe BS, 
RE ey Fe HE 2s TR] EHAS aE Fourier 级 数 最 重要 的 差别 之 
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2 RiT 
一 ,也 许 就 是 第 2 章 中 关于 Fourier 系数 渐 近 性 质 的 结果 . 在 经 典 
的 Fourier 级 数 的 理论 中 ,关于 Fourier 系数 的 Riemann 一 
Lebesgue 的 定理 是 休 所 周知 的 .但 是 对 于 非 变 换 的 紧 致 李 群 各 芭 
致 齐 性 空间 , 它 的 可 积 函 数 的 Fourier 系数 的 性 质 就 变 得 极为 复 
杂 . 简单 地 说 ,在 非 交 换 的 情形 ,只 有 平方 可 积 图 数 , 即 Li 图 数 ,经 
oh Ay Riemann— Lebesgue 定理 才 成 立 , 而 对 于 la p<? H L’ 图 
数 ,经 典 的 定理 已 经 不 成 立 了 .第 2 章 中 还 给 出 了 上 面 当 lap? 
时 ,最 坏 的 所 * AR Fourier 系数 发 散 于 无 穿 时 阶 的 精确 个 计 . 

当 用 Poisson JEU] [hl RAE MB THE SAE 下 空间 
时 ,就 需要 讨论 上 面 定 义 之 下 的 H 空间 的 刻画 问题 . 本 书 第 3 章 
主要 讨论 紧 致 齐 性 空间 上 的 H? 空间 的 基本 问题 . 紧 致 齐 性 空间 
上 的 Poisson 核 是 很 复杂 的 ,直接 讨论 Poisson 核 和 Poisson 积分 
整体 的 分 析 性 质 也 是 相当 困难 的 .在 第 3 章 中 ,通过 对 Abel — 28 
A Poisson 核 则 相互 关系 的 讨论 ,通过 建立 适当 的 Grand RK 
pe aX, AAT Grand 极 大 函数 性 质 的 讨论 ,得 到 了 包括 H* 空间 原子 
分 解 在 内 的 紧 致 齐 性 空间 上 H 空间 理论 的 基本 结果 ， 

本 书 第 4 章 ,是 应 用 紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 ,讨论 多 复 变 
消 数 论 中 的 某 些 课题 ,包括 对 多 复 变 有 界 对 称 域 的 Bergman 核 、 
Poisson — 424% Fil Cauchy 核 相 互 关 系 的 讨论 ,得 到 了 了 上述 的 Pois- 
son 一 华 核 和 Cauchy 核 可 以 用 Bergman 核准 确 地 表示 出 来 , 研究 
了 一 类 典型 域 上 Peisson 一 华 积 分 与 Cauchy Ea Hie AE. 本 
章 内 容 仅 且 应 用 紧 致 齐 性 空间 上 的 调 种 分 析 来 讨论 多 复 变 站 数论 
中 若干 课题 的 初步 结果 ,这 方面 存在 着 许 志 尚 未 解决 的 许 题 ,有 符 
进一步 的 研究 . 

作者 对 安徽 大 学 的 李 测 雄 教 授 和 著名 数学 家 ,中 国 科学 技术 
大 学 的 顾 异 教授 表示 惠 心 的 感谢 , 正 是 上 述 两 位 导师 ,指导 作者 走 
ET 2 EZ. 
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7 论 
81.1 引 证 


从 罗 丙 教 授 在 完成 了 他 的 名 著 《 多 复 变 数 函 数论 中 的 典型 域 
的 调和 分 析 》 后 ,应 用 他 的 理论 到 西 群 上 的 调和 分 析 ,深化 了 著名 
的 Peter— Weyl 定理 ,开创 了 我 国 典型 群 , 紧 臻 李 群 和 紧 致 齐 性 空 
间 上 调和 分 析 的 研究 ， 

在 20 世纪 50 年 代 后 期 ,在 华罗庚 教授 工作 的 基础 上 , 雍 异 教 
授 对 西 群 上 的 调和 分 析 进 行 了 系统 的 研究 ,在 这 一 研究 中 , 歼 异 教 
Heyy AMS MSA. Bey RRA KAF 
群 和 紧 致 齐 性 空间 上 调和 分 析 研 究 的 基础 . 

由 华罗庚 教授 开创 的 、 歼 异 教 授 竟 基 的 这 一 研究 在 20 世纪 
60 FRERE 20 世纪 70 年代 前 期 由 于 国内 容 观 原因 曾 一 度 信 
W. 直到 70 年 代 后 期 ,这 一 研究 又 在 我 国 莲 勃 发 展 起 来 . 

基本 思想 是 : 西 群 是 一 类 上 典型 域 的 Silov WR. MHRA N 
辛 群 则 分 别 是 一 类 实 典 型 域 和 一 类 四 元 数 典 型 域 的 Silov 边界 . 
将 蕊 异 教授 在 西 群 上 调和 分 析 中 建立 的 思想 与 方法 应 用 于 旋转 群 
和 西 辛 群 的 调和 分 析 中 ,就 产生 了 旋转 群 和 酉 辛 群 上 调和 分 析 的 
系统 研究 , 上 述 西 群 .旋转 群 和 酉 辛 群 上 调和 分 析 的 系统 研究 成 
B,C AF KEE SS LA OT). 1983 年 
由 科学 出 版 社 出 版 ,而 该 书 的 英文 版 则 由 德国 Springer-Verlag 出 
版 公司 于 1993 年 出 版 . 

在 监 型 群 上 的 调和 分 析 的 研究 比较 完 束 之 后 ,将 绪 异 教授 在 
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酉 群 上 调和 分 析 中 建立 的 思想 和 方法 ,与 李 群 . 李 代 数 及 其 表示 的 
一 般 理 论 有 机 地 结合 起 来 ,进行 一 般 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 的 研 
究 , 就 成 为 十 分 自然 的 事情 . 

紧 致 李 群 . 欧 氏 空间 中 的 妹 面 .多 复 变 国 数 论 中 典型 域 的 
Silov 边界 等 等 ,都 是 特殊 的 紧 致 齐 性 空间 , 紧 致 齐 性 空间 上 的 等 
度量 变换 群 是 紧 致 李 群 ,因而 紧 致 齐 性 空间 又 具有 某 种 代数 性 质 ， 
将 裴 界 教授 在 相 群 上 调和 分 析 中 建立 的 思想 和 方法 ,与 李 群 . 李 代 
数 及 其 表示 理论 有 机 地 结合 起 米 ,与 紧 致 李 群 上 的 调和 兮 析 有 机 
地 结合 起 来 ,进行 紧 致 齐 性 空间 上 调和 分 析 的 研究 ,同样 成 为 十 分 
目 然 的 事情 . 

多 得 变 函数 论 中 典型 域 的 Silov 边界 是 紧 致 齐 性 空间 . 应 用 
紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 调和 分 析 的 理论 ,来 研究 儿 复 变 旺 数 
论 中 这 方面 的 问题 ,又 为 多 复 变 函数 论 这 方面 的 研究 提供 了 新 的 
TH. 

从 另 一 角度 来 看 RR a BES MR La. X 
是 经 典 的 Fourier 分 析 理 论 的 自然 而 深刻 的 发 展 ,两 者 之 间 既 有 
着 本 质 的 联系 ,又 有 着 重要 的 差别 . 

除了 效 界 教授 在 本 群 上 调和 分 析 研 究 中 指出 的 两 者 之 间 的 重 
要 差别 之 外 , 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 同 经 典 的 
Fourier 分 析 之 间 重 要 的 差别 之 一 ,也 许 就 是 本 书 第 2 PRR 
致 李 群 上 上 Fourier 系数 渐 近 性 质 的 结果 . 

在 经 典 的 Fourier 分 析 中 ,关于 Fourier 系数 的 Riemann 一 
Lebesgue 的 定理 是 众所周知 的 ,但 是 ,对 于 非 交 换 的 紧 致 李 群 ;其 
ERAH Fourier 系数 的 浙 近 性 质 就 变 得 极为 复 淋 .粗略 地 
说 ,对 于 非 变 换 的 紧 致 李 群 ,只 有 平方 可 积 函 数 即 L 函数 ,经 典 的 
Riemann — Lebesgue 的 定理 才 成 立 , 而 对 1 所 之 2 的 L 函数 来 
说 ,经 典 的 Riemann 一 Lebesgue 的 定理 已 经 不 成 立 了 .在 本 书 第 2 
章 中 ,给 出 了 ls p<2 时 , 非 交 换 紧 致 李 群 上 L?* Kp Fourier 
系数 ,发 散 于 无 穷 时 的 痢 近 性 质 的 精确 估计 . 
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1.2.1 Æ 

SRWEM GAT n teik ER, Eta GAEE T 
群 ,又 是 一 个 n ERT. A Ree OXGes, 
(a,b) ab Mite BOG G.a~ a ' 都 是 实 解 析 映 照 . 

在 上 面 的 定 头 中 ,和 震 群 的 乘法 可 交换 ,就 称 G 是 一 个 交换 幸 
群 .将 上 面 定 义 中 的 实 域 换 成 复 域 , 就 得 到 ”维和 夏季 群 的 定 父 ， 

若 H ÆG 作为 群 时 的 )G 的 子 群 , 又 是 (CC 作为 流 形 时 的 )G 
的 实 解析 子 流 形 , 且 WRF PRIME TER UR AW 
G BITER. 4HECHRRTAN WHA ACH FTRT + 
群 . 在 本 书 中 . 称 C 为 李 群 时 总 是 指 GC 的 维 数 nel. G 的 零 维 子 群 
Bh Ae AEF BE aD HH A Bl EA SE” LLE. 

GRP es ZR GC Pye eR GAFR, 
Bp 

Z = la € C,H — eC CEY az = xe}. 
BAA Z FEC HIER TH. 

PER G 是 一 个 单 李 群 , 是 指 G 的 正规 子 群 只 有 GG 自身 及 GG 
的 零 维 正规 子 群 两 类 ,显然 ,1 维 的 连通 李 群 必 为 单 李 群 ,日 是 交 
RER ARK 1 的 单 李 群 都 是 非 交 换 的 李 群 . 

李 群 的 重要 而 典型 的 例子 是 抢 阵 李 群 ,矩阵 李 群 的 元 是 同 阶 
的 非 异 方 阵 且 满足 一 定 的 条 件 . 群 的 乘法 就 是 什 阵 飞 法 , 群 中 元 的 
道 元 就 是 非 异 方 阵 的 道 方 阵 . 

下 面 给 出 几 个 矩阵 李 群 的 例子 ,更 丰富 的 例子 可 在 本 蔬 参 考 
文献 [5] 中 找到 . 

例 1 GL(n,C) 称 为 复 一 般 线 性 群 , 它 是 由 mnXn 的 非 异 复方 
阵 全 体 组 成 的 第 阵 字 群 . 

例 2 SL(n;C) 称 为 复 特殊 线性 群 , 它 是 由 nxn 的 行列 式 为 
1 的 复方 阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 群 . 
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例 3 GLO RAR RRR, CHA Xa 的 非 异 实 方 
阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 群 . 

例 4 SLO ORAKAT. CEH nXn 的 行列 式 为 
1 的 实 方 阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 群 . 

As U., PA n 阶 西 群 , 它 是 由 适合 等 式 及 RXR' 一 1 的 nxXn 
复方 阵 关 全 栖 组 成 的 矩阵 李 群 ,其 中 , 表示 阶 单位 矩阵 ;及 E 
PRERE X WSS X' RIE OX BOE BE. 

例 6 SOWA n 阶 旋转 群 , 它 是 由 适合 等 式 XX'=F, 0 
行列 式 为 1 的 nXwn SAE X Sh Re. 

例 1 至 例 6 看 作 实 李 群 ,它们 的 实 维 数 分 别 是 Qn’, 2n® — 2, 


nn’ —1 sn? ala 1), TE 1 与 例 2 MPH n H nl 维 的 


复 李 群 . 
1.2.2 $Ë% 

李 代 数 的 定义 BV AMP EW n BERR. EV BP 
上 的 2 维 线性 空间 , 且 在 Y 上 和 定义 了 一 个 适合 下 面 三 条 性 质 的 换 
Hiat e LVXVoOVX.YDO L,Y]: 

1) SERA X.Y EV, FEAR, 

[X,Y ]=~—LY.X].RRSALXY.X]=0; 
D 对 任意 的 于 .了 .ZE Mabe Kr, FRR: 
[aX+é4Y ,Z]=alX.Z]+é4[Y.Z]; 

D AEH XY ZEV, EA FEH Jocobi 等 式 ， 

LX, LY Z]]+LY. [Z X} +Z. [X.Y]]-=0 成 立 . 

EMS M4. F ASIC MERRY RV An 维 复 
EK RO n HA BAH. 

在 上 面 定 义 中 , 若 对 任意 的 和 了 EY, 恒 有 [X,7] 一 0 成 立 ， 
则 称 V 为 交换 李 人 代数， 

FT H EVERETTE, HHF V 上 的 换 位 运算 ,对 任意 的 
X YEH, EAL, YJE AWEH. V 上 的 换 位 运算 在 五 中 封 
eR A AV AF PAR. 
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E N EVET., HHE XEN MYEV, ELX., 
YIEN WRN AV 的 一 个 理想 . 

Ze (RV 的 中 心 z 是 指 下 面 的 V 的 子 李 代数 ， 

e={X E V HEEP Y €e V, [X,Y] = 0 tee}. 
显然 ,= 是 Y 的 理想 , 当 >z=10} 时 , 称 z 为 的 震 理 想 . 

FRA V PAP REREK. EV RAV 自身 和 零 理想 这 
两 个 平 几 的 理想 , 显然 ,1 维 李 代 数 必 是 单 代 数 且 是 交换 的 . 维 数 
AF 1 的 单 代 数 均 为 非 实 换 的 . 

李 代 数 的 重要 且 典 型 的 例子 是 和 矩阵 李 代 数 , 它 是 由 适合 一 定 
条 件 的 同 阶 方 阵 组 成 的 域 站 上 的 线性 空间 ,其 中 族人 性 空间 的 加 法 
就 是 给 阵 的 加 法 ,线性 空间 中 的 数量 刁 法 就 是 数 与 矩阵 的 乘法 :而 
换 位 运算 则 由 下 面 方 阵 的 方 插 号 积 所 定义 ， 

[A,B]= AB— BA. (1.1) 

下 而 给 出 起 阵 李 代数 的 几 个 例子 ,更 多 的 例子 可 在 本 书 参 考 
文献 [6j 中 找到 ， 

例 7 gltn,C}) 为 nxXn 复方 阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 代 数 , 它 是 
ERER GL (nC) AEE. 

PIS slin CR NHEM nxn BSHREKARNHEREH 
WD. EES BR SL a ONFRH, HPA X MTX 是 方 
BEX 的 主 对 和 角 线 元 素 的 和 |. 

例 9 gltn,R) 为 nXxn 实 方 阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 民 数 , 它 是 
拭 阵 李 群 GL(n,R}) 的 李 民 数 . 

例 10 sl ,R) 是 迹 为 零 的 zx 实 方 阵 全 性 组 成 的 矩阵 李 
RR, CEE SL ROWER. 

例 11 x 为 nXn WER Hermite Heip R AE EE, 
它 是 酉 群 U, HERR, AR X AR Hermite 阵 是 指 它 适 合 等 式 
X+X' =0. 

412 so An xn 的 实 反 对 称 阵 全 体 组 成 的 矩阵 李 代 数 ， 
它 是 旋转 群 SO 的 李 代 数 . 

在 上 面 例 子 中 ,人 鲍 7 种 例 8 是 复 李 代数 , 例 9 至 例 12 是 实 李 
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代数 . 要 验证 一 个 矩阵 线性 空间 是 一 个 矩阵 李 代 数 , 只 需 验证 它们 
关于 (1L.1)? 式 定义 的 矩阵 方 括号 积 运算 为 封闭 的 即 可 ， 
1.2.3 ASSA 

设 G 与 Cra EATER ARH : GiG: 是 流 形 C, 到 G 
中 的 连续 映射 , 且 适 人 台 对 任意 的 ea.5EC Jab) = fla) foyer 
立 ,就 称 了 为 李 群 的 同 态 . 

E J: GG: REE G BG, 上 的 代数 群 的 群 同 构 , 又 是 流 
形 G A G 上 的 同 有 眶 映射, 就 称 子 为 李 群 的 同 板 , 并 称 李 群 G1 与 
G, 是 同 构 的 . 

Ha FG, ERF CAPER. hPL es "下 分 
别 是 9 和 9; WHIZ HR, AIR £2 9,0, 适合 ， 

1) SER ALEF AXY ECO, FARERI: 

FAX HUY) =AS(X) +4 fF (¥): 
2) 对 任意 的 X YEN, FRAT: 
FEX, YJO SLEX), FY) J]. 
PS AF REG AR. | 

E fpo BERRA. A 还 是 -一 映 上 的 映射 ,就 
称 了 为 夫人 代数 的 同 权 ,并 称 李 代数 4 和 69; 是 同 构 的 ， 

12.4 左 不 变 向 量 场 

设 避 是 一 个 李 群 ,aEG 是 G 的 元 .通过 GG 中 群 的 运算 ,< 在 C 
上 定义 了 下 面 三 个 重要 的 微分 同 凸 ;: 

L AL: La: G>G, rrL,(r)—ar:; 

2. GBR: Rat G>G, rR,(r)= Ta; 

3. ABM A: Aw? GG， TA Cr)=ara |. 

CC 在 a 点 的 切 空 间 记 为 了 .(G) ,特别 ,G 的 么 元 总 记 为 e, 而 
TOE G 在 么 元 处 的 切 空间 . 工 ,、R。 和 A 作为 映射 ,它们 的 微 
分 记 为 dLa dR, 和 d4. ,它们 都 是 对 应 点 处 切 空 间 之 间 的 线性 同 
构 . 和 例如, 工 , 将 5 EH ab, Md), XETRA dL XE 
Ts(G) ,而 在 不 会 产生 混淆 时 ,我 们 就 简 记 dz)5( 号 ?为 ALX). 

HI HEREC 上 的 一 个 C” 向 量 场 , 受 在 点 a€EG 处 的 切 向 量 
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iA X,. Bp LET: G). 称 李 群 GE 上 的 一 个 EC” 向 量 场 为 左 不 变 向 
量 场 ,是 指 对 任意 的 aEG, 以 下 等 式 
X, = dL, i.) (1. 2) 
恒 成 立 EH, ZET. (OE Z ESTATE. 
《1. 2) 式 又 等 价 于 :对 任意 的 EG ATIA 
dL,(X) 一 X (1.3) 
E. 
李 群 上 上 左 不 变 向 量 场 全 体 组 成 一 个 线性 空间 . 记 这 个 线性 
空间 为 XC(G) ,从 (1,2) 式 可 得 到 存在 着 线性 同 构 
HXO > TG), > HX), 
适合 
W(X) = X.. (1.4) 
国 为 61. 4) 0 MR oO fe XC BI TG ERR. 
URAA SOSA AET ORE ET G 上 的 一 个 左 
不 变 向 量 场 X AT C1. 2) 式 变 成 
X =d, (X), ya EG. (1.5) 
EEU. DAHA HE X 称 为 天 ET,CG) 所 对 应 的 左 不 变 
向 量 场 . 
AEA HE. BY ES AG ARE el BE. 
1.2.5 FERS 
CRE EMA Com Bm xX AY WATS RE -个 (向 
量 场 , 它 由 下 式 定义 ; 
[X,Y] = XY — YX. (1. 6) 
MERKLE X AY RATA HRD, X.Y Ste 
一 个 左 不 变 向 量 场 . 这 样 ,通过 (1, ORE LAS XGA TG) EB 
线性 同 构 囊 ,X(G》 上 的 方 括号 积 就 诱导 了 TT.tG) 上 的 一 个 挽 位 运 
算 
[TAGY X TAG) + TG), 
(X.Y) — [X,Y], 
EENH 
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[X,Y]= HUH (X), HN 1COY)) 
= HI[X,Y] = [X,Y]. (1.7) 
HP XAY 4p HE X.Y ET AG MAA eH. 

由 问 量 场 方 括号 积 的 性 质 ,立即 得 到 (1. ORE MT TOE 
的 换 位 运算 , 且 上 其 有 1.2.2 节 中 李 代 数 定 义 中 的 换 位 运算 的 三 条 
性 质 , 因 此 李 群 G ES OR RS LR. OMe MR 
运算 后 ,就 成 为 一 个 李 人 代数, 这 个 李 代 数 就 称 为 李 群 G 的 李 代 数 ， 
通常 记 为 0. 

因此 , 称 李 代 数 9 是 李 群 G MSR: Cod BG ERT 
处 的 切 空间 5 站 上 的 换 位 运算 由 (1.7) 式 所 定义 . 

1.2.6 275% Riemann 度量 和 指数 映射 

设 避 是 一 个 实 李 群 ,8 是 的 李 代 数 .在 9 上 取 定 一 个 内 积 ， 
即 正定 对 称 的 二 次 型 C，,，), 则 可 定义 GG 上 欧 一 个 左 不 变 Rie- 
mann 度量 gc， ，- MF: 

gad’) dar = (X.Y) (1. 8) 
SEB X.Y ET.CGA a€ G HRY. 

2H G EU. OMB AA Riemann 度量 下 是 一 个 完备 的 
Riemann 流 形 . MAA L. 是 G 上 的 等 度量 变换 ， 

有 了 Riemann 度量 ,就 有 了 Levi-Civita 联络 ,也 就 有 了 指数 
BREST exp: 

exp : g — G, X € 8 — expX EG. (1.9) 
基于 上 面 的 指数 映射 ,对 任意 的 OF XE, 
expiX 【一 co «l t+ oc) 
不 仅 是 一 条 过 么 元 e (Bl 上 一 0 HOR MR. EES TAER HH E 
是 总 ,而 且 它 还 是 C 的 单 参数 子 群 ,也 就 是 说 ,对 任意 两 个 实数 a 
Alb, FAY Sek ee 
expaXexpbX = expla + AX, 

当 忆 是 十 阵 李 群 时 , 它 的 李 代 数 % 就 是 一 个 年 阵 李 代 数 . 设 
zt 是 C 恕 的 过 双 匹 e 即 单位 方 阵 的 单 参数 曲线 , 即 上 一 0 时 工 (0) 
一 es 出 
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d 
qpt a € g, 


HERT XE HTE G HRA nS ook E 
方法 求 导 而 得 到 .这 本 (4.9) 式 定义 的 指数 映射 , 驶 具体 地 变 为 下 


阵 或 线性 算 子 的 指数 映射 , 即 
expX = ExpxX, (1.10) 
其 中 ,Exp MALE OX ARR X BRIER TH, 
ExpX = >) +X", (1.11) 


回 到 - 艇 的 情形 , 设 exp EO. DAEA ER CHAR 
射 ,G 上 的 在 不 变 向 量 声 对 肾 数 的 作用 就 可 用 指数 映射 具体 地 写 
HW. OA XEGX 是 针对 应 的 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 则 对 任意 
HEWN k, AFTAR: 


& 
(X* F(a) = Fa f(x -expiX)|. (1.12) 
i= 


由 (1. IDR PE CEG BP BRATS A EE 
4: 是 够 小 时 ,有 
(Exp P(r) = fr + exptX). (1.13) 
由 此 又 可 得 到 当 上 A s A DT A 
(Exp + Exp ff (x) 
= f(rexprX + expsY), (1. 14) 
EIOP, X.T AIE X M YHE G 上 的 左 不 变 向 量 场 . 
在 (1.13) 和 (1.14) 式 中 特别 取 r X GHATE tM s HE 
ae sit, HF exptX + exps¥ BG Hist. AHA 
expiX "= expsy 
== expZ (t,£) 
= exp(tZ, + 52, + tsZ7, +), (1,15) 
Hop ZG. 482 5 s HERA, Æ PR) A aR SE 
解析 曲面 . 将 EZ os) ZED A RRR AB SY og 中 的 切 
向 量 Z o Zan Zano ES t Ss HEEZE, LiKMF X MY. 
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W Ži. ZiZa eE Z1.22.2,.° HG LAPEER, 
并 在 c= 点 用 (1. 1IDRHALTSRAMRAAH 了 展开 成 : 
Alls RAH, RE ce A s 足够 小 时 ,有 
Exp, + sZ, + tsZ, + fC) 
= flexprX + expsY), 
将 上 式 与 (1.14) 式 比较 ,就 得 到 
Exptd + ExpsY 
= ExpGeZ, + sZ; + ts, + +), (1. 16) 
将 (1.16) 式 两 端 用 (1. 11) 式 展开 ,就 得 到 具有 算 子 系数 的 上 和 * 
的 老 级 数 的 恒等式 ,通过 比较 系数 的 方法 ,原则 上 就 可 解 出 所 有 的 
ZZ,.22、.23、"… 用 名 和 YY 来 表示 的 具体 表达 式 , 再 通过 (1.4) 式 和 
《1. 7) 式 定义 的 映射 互 ,就 得 到 Z Z Ze H XAY RH RIA 
A. 而 实际 的 求解 Z ,Zas,Z,,… 的 方法 还 要 用 一 些 其 他 的 技巧 ,这 
在 后 面 将 涉及 ， 
“4G 是 复 李 群 时 ,指数 映射 exp: >G AiR SOR, FA 
的 讨论 也 相应 地 成 立 . 
这 里 需要 指出 的 是 , 当 G TERE SRY. ARGC 
是 由 复方 阵 构成 ,主要 是 指 GÆ- THAE. 例如 ARV, & 
然 是 由 复方 阵 构成 ,但 是 它 不 是 一 个 复 李 群 ， 
1.2.7 伴随 表示 与 Killing 型 
设 F 是 香 域 CC 或 实 域 R,9 IR FO LA n 维 李 代数 ,gl(n,F》 
是 8 土 线性 变换 人 全体 构成 的 代数 , 通过 8 的 换 位 运算 ,对 每 个 AE 
0, 就 定义 一 个 8 上 的 线性 变换 ad A: 
adA:q—q,X — adACX) = [A,X]. (1.17) 
而 换 位 运算 的 Jacobi 等 式 , 可 用 ad4 表示 成 
adA (EX, ¥ D= [ad ACX),¥] 
+ [X.ad ACY) 1]. (1.18) 
由 于 (1,18) 式 ,ad4 又 称 为 g 的 内 导 子 . 
gl(n3F) 关 于 和 矩阵 的 方 插 号 积 是 一 个 算 阵 李 代 数 , 由 于 (1,17) 
式 , 可 得 下 面 的 映射 : 


$1.2 李 群 与 李 代 数 11 
ad :0 — gl(n,F}, X ~adX, (1.19) 
它 是 李 代 数 & 到 矩阵 李 代 数 gl(n,F) 中 的 一 个 线性 同 态 , 即 如 下 
C1), C2) EW 
(1) SERB XY Cs MA Ler. 
ad(AX + AY) = aadX + padY; 
(2) SE MH X.YeCa. A 
ad[X, Y] = [adX ,adY]. (1. 20) 
ad:9—~glin FORRA 1 的 伴随 表示 , 它 的 表示 空 介 也 是 9. 
当 李 代数 & 是 李 群 C 的 李 代 数 时 ,不 仅 8 在 4 上 有 伴随 表示 
(1.19), 在 上 也 有 伴随 表示 , 它 是 
Ad .CG — GLn PF), a— Ada. (1.21) 
HP GLG FE) 是 8 上 非 奇 线性 变换 全 体 构成 的 矩阵 李 群 ,4da= 
(dA). 是 内 自 同 构 的 微分 . 
由 于 内 自 同 构 A. Bes BRC 的 么 元 不 动 , 所 以 
Ada Æ 9 上 的 非 奇 线性 变换 ,又 由 于 A。.4, 一 Aw, 即 得 
Ada Adé = Ad(aé), 
此 即 Ad 是 李 群 6G BRA GLa, F) PA IA, APLAR Ad: G 
GL n FI AEH G 的 伴随 表示 . 
ZEAL A PERE ee MB KE BC, +): 
BUX.Y) = TrladX + adY) (1. 22) 
PAG EM Killing 型 ,其 中 Tr4 表示 方 阵 4 的 迹 , 即 A ET A 
线 元 素 之 和 ， 
Killing 型 BC., ) 是 一 个 对 称 二 次 型 . 而 由 (1. 179 RY 
(1. 20) 式 和 (1.22) 式 还 可 得 Killing 型 的 下 面 的 重要 性 质 ， 
BtadACX),Y) + BUX ,adACY>) = D, (1. 23) 
称 Killing 型 的 这 一 性 质 为 Killing 型 关于 内 导 于 是 不 变 的 ， 
李 群 G 的 伴随 表示 Ada 与 内 自 同 构 A 有 如 下 的 关系 : 
A, (exptiX = aexpiXa™! 
= exprAda( xX) (1. 24) 
MER XGA ACG 成 江 . 
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李 群 上 G 的 伴随 表示 Ad S G ARRS o 的 伴随 表示 ad 有 如 

于 的 关系 ， 
AdexpX = Expadx, €1. 25) 
ad(Ada(X)) = AdaadX Ada“, (1. 26) 
12.8 半 单 李 群 和 半 单 李 代 数 
ARK GRASSES RK te o WY Killing 型 是 非 退 化 的 ， 
这 里 Killing WER RARER A Yes, 
B(X,Y) = 0 
TAZ. MDE X= 0. 

与 以 上 半 单 率 代数 的 定义 等 价 的 定义 是 :6 RAF RERK, 

Ti g 必 可 分 解 成 它 的 单 理 想 的 直 和 , 即 

Q=9,040.0 Dg (1, 27) 
它 首先 是 线性 空间 gogoro ABA. H gte HE g A 
想 , 且 均 是 非 交 换 的 单 代数 . 

ERE G 的 李 代 数 是 半 单 李 人 代数, 就 称 GG AAT ES BE. 

由 1.2.2 节 中 单 代 数 的 定义 和 1.2.7 节 中 伴随 表示 的 定 疼 即 
可 得 知 半 单 李 代数 的 中 心仪 由 零 元 素 组 成 . 记 

ada = {adX,X € g}, 
则 adg 是 gl) =g FORE FRR. A 
ad:q — adg 
也 是 李 人 代数 的 同 态 , 其 同 态 核 仅 含 8 的 零 元 素 , 从 而 它 是 李 代 数 的 
同 构 . 

若 G 是 连 通 半 单 李 群 ,Z 是 GG 的 中 心 , 则 Z BEC 的 离散 的 
EATR., HAR GZ 与 AdG 是 同 构 的 李 群 . AdG Sees 
时 , 它 的 算 阵 李 代数 就 是 ag. 

半 单 李 找 数 的 分 类 问题 已 经 完全 解决 了 . 由 以 上 半 单 李 代 数 
的 等 价 定义 , 它 归 结 为 单 事 代 数 的 分 类 问题 . 而 单 李 代数 的 分 类 问 
题 又 归结 为 复 单 李 代数 的 分 类 和 复 单 李 代数 的 实 形 这 样 两 个 问 
题 ,这 两 个 问题 的 解决 ,读者 可 在 本 书 参 考 文献 [6j 和 [5] 中 找到 . 

以 下 简要 地 介绍 复 李 代数 的 实 形 和 实 李 代数 的 复 化 ， 
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设 4 是 一 个 复 李 代数 , 称 映 射 
J 
AGA —Ps EH oa FRO PER: 
(1) oo =id, BP o Æg EM HSER; 
(2) WHER X.Y Cae 
aCX + Y) = ao (A) + a fY); 
(3) WER XCg MBH a A 
a(aX >} = ae(X}, 
HEF aa 的 共 斩 复数 ; 
(4) 对 任意 的 X.YCO.A 
a([ X,Y D = [o(X),0C¥) ]. 
Et AGto FR ARSE. BD 
Qo = {X Eg, aX) = X}. 
Ao 的 性 质 (2) 和 和 (3) 可 得 9, 是 4 的 实 线 性 子 空间 .再 由 a 的 性 质 
(DAA 


X= Zx 十 6(X)) + +x — aX) =X, +X,, 


可 得 X1.1X2 Ego AE Oo 的 实 维 数 就 等 于 3 的 复 维 数 , 最 后 由 上 
的 性 质 (4) 可 得 9 的 换 位 运算 在 入 PHA. AMER So 上 的 换 
位 运算 , 即 9% 是 5 的 实 的 子 李 代数 ,g。 称 为 8 RTH 的) 一 
个 实 形 ， 
RZ Oo 是 一 个 实 李 代数 , 令 
qa = X +iY.X.¥ € g}, 
并 在 8 上 定义 一 个 由 WAR +. TRS ie KBD 
对 任意 的 XY.A BEG E 
[X +iY,4+iB]= [KX,A] — [Y,B] 
+ ifY,A}+iLX,B], 
则 g 是 一 个 复 李 代数 ,8 称 为 实 李 代数 9 的 复 化 ,在 3 中 定义 如 下 
MISE se d: 
aX + iY) = X —1Y 
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WHER X.Y Eo, HRZ. Wa RTM o 的 实 形 就 是 go- 
1.2.9 复 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 
设 8 是 一 个 复 半 单 李 代数 ,9 是 9 的 一 个 子 李 代数 , 称 9 是 9 
的 一 个 Cartan 子 代数 ,是 指 昌 是 9 的 一 个 极 大 的 交换 于 李 代 数 ， 
这 里 的 极 太 性 是 指 .: 若 对 任意 的 吾 EB,[ 及 ;五 ]=0 fee, 
A XER. 
Hy b A SERRE Al aA RR REE E. F SE A 
李 代 数 的 Cartan 子 代 数 必 然 是 复 的 极 大 交换 于 代数 ， 
考虑 复 半 单 李 代数 8 的 一 个 Cartan 子 代数 日 在 46 上 的 伴随 
表示 adh. 
由 站 的 交换 性 可 得 ,对 任意 两 个 日 中 的 元 豆 和 互 ， 
adH + adH!' = ad’ + ad H 
恒 成 立 . 36 EA EB. H Æ b SE. ad 
adH,.- ad H: 是 西 两 交换 的 线性 变换 ,由 线性 代数 中 的 已 知 结 
果 ,g 分 解 为 这 i 个 线性 变换 的 公共 特征 子 空 旬 的 直 和 ， 
4 一 之 ,9 ， (1. 28) 
在 一 个 公共 特征 子 空间 g 上 ,ad 五 HFN a (二 1,2， 
set) , 则 存在 正 整数 mi =l, 2, i) ,使 得 
tadH, — a DAX = 0 (Ch = 1,2,°°,2) (1.29) 
HE Bay X Coo 成 立 .而 在 两 个 不 同 的 公共 特征 于 空间 和 和 9* 
E BORE A.B dH, E Y 和 8 上 的 特征 值 不 同 . 
RHEN MWH 可 用 基 Ay. ,HH 表示 成 
H = SUA. (1. 30) 


k=] 


则 (1. 28) 式 中 每 一 个 特征 子 空间 9 也 是 adH 的 特征 子 空间 , 它 
的 特征 值 是 


f 
aH) = D ah, (1.31) 
k=] 
这 可 由 
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i 
(adH — aD” = | D alad H, — 42>)" 
A=} 
Í 
== 5 m! | [AttedH, 一 af), 
i=] 


| a+. | 
tm 31 t: E- 


(1. 32) 
当 m tm, be tm, 时 (1. 32) 式 的 每 个 积 中 至 少 有 一 个 5 大 
于 或 等 于 (1. 29) 式 中 的 ma 而 得 到 . 
上 协 的 讨论 说 明了 在 的 伴 湖 表示 之 下 性 分解 成 adb 的 公 
共 特 征 于 空间 的 直 和 (1. 29) 式 , 对 每 个 特征 子 空间 8”, 对 应 了 了 上 
的 一 个 线性 函数 a, 使 得 对 任意 一 个 HE. adH 的 特征 值 为 
aCH), 在 前 面 所 述 的 基 H.-A Z Fee QD. 30) 和 (1. 31) 
式 表 示 , 且 存在 一 个 正 整 数 严 , 使 对 一 切 HENA XEY HAPS 
成 立 : 
(ad — a(H)Iy"X = 0. (1. 33) 
而 对 不 同 的 公共 特征 子 空间 8" 和 9”. ARE e 和 8 是 不 同 的 . 
上 述 日 上 的 线性 函数 a 称 为 上 在 4 上 伴随 表示 的 权 , 简 称 为 g 
的 权 . 以 AIP ASHRAM HBS. OE EER a HY ESA BR D 
在 4 上 伴随 表示 的 根 , 简 称 为 6 的 根 ,并 用 三 表示 全 体 根 的 集合 ， 
(1. 2D P AY 9° 称 为 权 a 的 权 子 空间 , 当 ae 天 0 是 根 时 , C1. 28> sh 
中 的 就 称 为 根 a 的 根子 空间 .每 个 根子 空间 中 均 有 一 个 非 等 向 
HE. 为 adh HOARE MBG 
adH (E) = ae HOE,. E, 0 (1. 34) 
对 一 切 HED RE. 称 为 9" 中 的 一 个 根 向 量 ， 
Hb AY ERR HE db 必 有 零 权 . 记 民 .28) 式 中 的 零 权 空间 为 
各 ,由 日 的 极 大 性 易 得 
g 一 (1.35) 
这 就 得 到 了 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 , 它 是 8 在 8 上 伴随 表示 
的 权 子 空间 的 直 和 和 分解， 


g9=5+ >g. (1. 36) 
ga 
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复 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 具 有 下 面 的 性 质 ， 
(1) 根子 空间 9 ,a€ 3, 均 是 复 一 维 的 . 
(2) 车 a€3, 则 一 2€ XS, 4H ti Ae Ed. 
(2) 9* 中 的 非 零 向 量 称 为 根 向 量 , 记 为 五 , 则 对 一 切 五 所 昌 ， 
有 下 式 成 立 ; 
[LHF] = al HDE.. 
(4) 对 每 个 根 向 量 五 。, 存 在 根 向 量 五 _。, 使 得 
BE. E D 一 1，[ 瑟 .天 = H., (1. 37) 
其 中 五 。EG8, 适 合 
BCH) = aA). 
(5) #a.f€2,H et SES, NA 
[E Ep] = NupEora, Nes Æ 0; 
# aPC Z,a+f840, Hatp EI MWE 


[E Ep] = 0. 
(6) EHAR £.,0a€ Dd, AE Ne AER. H 
Na =— Nep (1. 38) 
(7) SBS RR FEH 
(Hire, Hi, Ea € 3} (1. 39) 


称 汶 一 组 Weyl SEE. ee 3, 适合 (1, 37) 式 和 (1. 38) 式 ,日 
His A, Æ b WBS. 

由 上 面 得 到 的 结果 ,对 复 半 单 村 代数 的 进一步 的 研究 就 转 为 
对 根系 三 的 研究 ,首先 要 有 下 面 的 蕉 备 ,主要 结果 有 

(1) 4 BY Killing 型 在 8 上 的 限制 非 退 化 . 

(2) 记 扩 为 上 的 复线 性 函数 所 成 的 7 维 复 线性 空间 ,Killing 
MBC. RES OBS PARA: ee b+, Eb EM — YW 
HE) 下 式 恒 成 立 ， 

BCA) = BCA, A). C1. 40) 
因为 Killing AY4EiR 4h ik — me AZO 2b EMRE, BS 
了 8 上 的 一 个 非 退 化 二 次 型 ， 

Bla, 8) = BCH, Hs) rap © O°. (1. 41) 
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(3) AS PY? PRCA EE ED 的 复 维 数 , 且 对 

任意 的 a. PCR. Bla. PHHRM.B(e,a)>0. MMT BC*, +) 
是 


p = [ee 为 实数 | (1, 42) 


上 的 其 氏 内 积 , 而 Oo 2636 EERE H. 

(4) 在 欧 氏 空间 中 可 建立 字典 序 如 下 : 讽 Carey 
《yx 一 yy 就 是 欧 氏 空 旬 中 向 量 相等 ,rz>y 是 指 存在 正 整 
Yk EB 

Ei 二 yotti = y- HAE r, > Ya 
EEA Fi r> AERE, r0 A amk. 

复 半 单 李 代 数 的 根系 有 以 下 性 质 : 

(1) 者 eE2,W—-e€ 5, (A ktl, Ml kee. 

(2) Fe PEI atte, AM pS, Ptka€ 3S, 但 是 8 
+(gtlaes, &-(pt+lees MA 

2B(8.a)/Bla,a) =— (gq — ph 
(3) afer, Mi 
8 — 2B¢(8,a)a/Bla,a) € 三 ， 

当 在 # 中 引进 一 个 字典 序 后 ,根系 王 就 分 成 正 根 系 王 和 负 

根系 -的 并 , 即 
Z= 3, 2.. 
eels, 则 必 有 一 aES_, 尽 之 也 一 样 . 

正 根 氏 中 的 一 个 正 根 如 不 能 分 解 成 男 外 两 个 正 根 的 和 就 称 它 
为 一 个 束 报 ,例如 正 根 系 芋 :中 序 最 小 的 正 根 就 是 素 根 , 3+ 中 全 体 
REREHAU RA EITTERA. 

素 根系 I AL TAHER: 

CL) 五 H? PERE 20 EB IE AR ER E Æ Cartan FUR b 
的 复 维 数 ， 

(2) @a,fCH H af, ill Ble, M20, 

2B(8,a)/BCa.a) Al 2B(a,8)/BC8, 2) 
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均 为 非 正 的 整数 ， 
(D  W— (a, ,co5* a}, MRT ee EA 
a= st (mya, + ma, fee + ma), 
其 中 meom EASE ER. ARAN SR < 的 符号 决 
定 , 即 e>0 取 正 号 ,ae<<0 取 负 号 . 

根系 和 敬 根 系 的 一 个 重要 作用 在 于 复 半 单 李 代数 下 它 的 根系 
完全 决定 ,特别 由 素 根 系 完 全 淡定 . 

1.2.10 复 半 单 李 代数 的 自 同 构 群 与 Weyl 群 

复 半 单 李 代数 8 上 的 一 个 非 异 的 线性 变换 A, 若 适合 对 于 一 
HRJ X. YE A 

A(X. Y] = [AX, AY] (1. 43) 
均 成 立 , 就 称 A 为 4 的 一 个 自 同 构 ， 

¢ 上 全 体 自 同 构 组 成 了 & 的 自 同 构 群 Autg, 它 是 一 个 矩阵 李 
群 , 是 GLGe) 的 矩阵 子 李 群 . 

复 半 单 李 代数 8 上 的 线性 变换 DRES 

DIX,Y]=(DX,Y]+(X.,DY], - (1.44) 
WR 也 为 & 的 一 个 导 子 ,8 的 导 子 全 体 记 为 aata, 它 是 一 个 矩阵 李 
代数 ,有 是 下 人? 的 子 李 代数 ,而 且 auta 还 是 Autg 的 李 代 数 . 实际 
上 ,用 (1. 44) 式 具体 计算 ExpD 对 [X,7] 的 作用 ,可 得 到 若 DE 
aut 必 有 ExpDE Auta. 

复 半 单 李 代 数 的 民 子 必 为 内 导 子 , 即 必 是 某 个 edX ,和 GE 而 

Adg = {ExpadX,X € a}, 
则 称 为 4 BY AL By FHR. 

复 半 单 李 代数 的 一 个 重要 性 质 就 是 它 的 任意 两 个 Cartan F 
代数 必 在 内 自 同 构 群 之 下 共 辆 .具体 地 说 ,着 加 和 如 是 48 的 两 个 
Cartan 子 代 数 , 则 必然 存在 AC Ade, $1 

ACh) = h, 
RN WZ |S b A Ade 中 的 正规 化 子 和 中 心 化 于 , 即 
N= {A E€ Adg, AM CH}, 
Z= {A€ Adg,ACX) = X,X € §}, 


”下 式 定 义 ， 
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其 中 Z AT REG 
Z = (ExpadH,H Ch}. 
a 的 Weyl BW 就 定义 为 
W = N/Z. 
+e be 为 


b = Dyar hra, 为 实数 , 


则 入 上 的 实 线性 函数 组 成 的 斌 性 空间 就 是 (1. ADRE bo ,而 
IEW 在 如 上 的 作用 就 定义 了 如 上 的 Weyl 群 , 仍 记 为 WW, 它 由 


ga (CH) = Bio(H,) He EW, 
对 一 切 HE bh, R. 
Weyl HW HS FERR., 
(1) 对 aE, S. 是 根 决定 的 反射 , 即 
5.1) = È — 2B(é ,ou/ Bla, a), (1. 45) 
对 一 切 FESS 成 立 , 则 Weyl FW 由 所 有 的 S. ER. 

(2) R M= iaaa ERRE WW BAAS. k= 
1,25:°,/) BER BE — cOCW FP RRRETT Sa =1,2, 
-DRE 

由 根系 三 的 性 质 (3) 可 推出 $. 是 三 中 根 的 一 个 置换 ,出 此 可 
得 

(3) Weyl 群 中 的 元 在 三 上 的 作用 是 王 中 根 的 一 个 置换 . 

(4) Rik ww 决定 的 反射 Sa 将 a, FE R—a ,并 将 其 余 的 正 根 全 
ZF Ae E He» Be Zas } 中 正 根 的 一 个 ik. 

《5) 记 是 PHP PS 为 

P: = (F E€ hi ,Be,a) = 0}, 
b ENEH Pi ,a€ 玉 后 , 则 是 若干 个 连通 开 集 的 并 集 , 每 个 连 
通 开 集 称 为 一 个 Weyl 房 . 则 Weyl HE Weyl 房 上 的 作用 是 Weyl 
房间 的 置换 , 任 一 Weyl 房 Ci2 必 可 通过 ooEW ERE Weyl 房 
C: co€W EB oC) =C N oo DASE. 
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1.2. 11 复 半 单 李 代 数 的 紧 致 实 形 
设 & 是 一 个 复 半 单 李 代数 ,ao 是 8 的 一 个 共生 ,9o 是 49 关于 共 
tio RISRIE, BC+, * 429 P Killing 型 , 则 它 可 定义 8 上 非 退 化 
的 Hermite Z WA]: 
BX, Y) = BOX ,@(YDIA LY EQ. 
GBC, EQ 上 定 负 ,就 称 9 为 8 的 一 个 紧 致 实 形 , 其 中 
BA a OES EER TF BE O s OE g EEA., 
12 b Æ 9 的 一 个 Cartan 子 代数 , 取 
(Hw Eye E 2} 
fg ao Weyl Æ, Hp Hi Hi 25 4-H. eK Ee 
HW r, 它 对 Weyl 基 揭 作用 是 
rH) =-—-H, HE, 
TLE D) =—E_., @€ 3, 
则 9 关于 7 的 紧 实 型 4. 的 基 是 


. ， I 
iff, +++ itt, Xe = yz 一 Boas 


1 


S2 


X= (E, + Ee & 24}. (1. 46) 


$1.3 紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空间 


1.3.1 AAEH 

车 李 群 G 是 一 个 紧 致 流 形 ,G 就 是 紧 致 李 群 , 我 们 只 考 虚 连 
通 的 紧 致 李 群 ,因为 非 连通 的 紧 致 李 群 仅 是 一 个 连通 紧 致 李 群 与 
一 个 有 限 群 的 乘积 . 其 次 ,我 们 只 海 虚 GG 是 非 交 痪 的 ,因为 交换 的 
紧 致 李 群 就 是 环 群 , 它 的 Fourier 分 析 就 是 经 典 的 名 重 Fourier 级 
数 . 

由 1. 2. 6 PEHO OA EE RAEG EENT -TE 
不 变 Riemann Æ E, AME MT G LW — PAA Haar 测度 
dz. 


$1.3 紧 臻 李 群 与 长 致 齐 性 空间 2] 
任 取 C HERS g E —TRRARC +, 9 
B(X, Y) = | (Ade(X) Ade") der, (1.47) 


由 于 C RR. 4DAM RAHA RX AA RBI BC+. + ) 是 
正定 对 称 的 二 次 型 ,从 而 它 仍然 是 8 上 的 一 个 欧 氏 内 积 . 再 由 dz 
的 左 不 变性 质 得 到 

B(Ady(X),Ady(¥)) 


=Í (Adz Ady( X), Adz Ad y(¥ )) dz 
G 
一 | (Adc 22) 7X) Adiy ha) 'C¥ da 


~ | (Ade) Ada (Yda 


一 B( X,Y). (1.48) 
现在 用 & 上 的 内 积 BC+. + RH. DREG 上 的 左 不 恋 
Riemann 度量 , 则 它 不 仅 是 去 不 变 的 ,而 且 是 右 不 变 的 ,这 由 
BaldR CX), dR) 
= BC(dL..) dR, CX), (db) dR CY) 
= B(Ad(za)7! » dL, (X), Adira)! 。 dL, (Y)) 
= BdL, (X). d, YY) 
= g.(X.Y ) 
ATER X YET. (ORL AM g o + AGAR. 这 就 定义 了 
63h EMER GC LARA Riemann FE, Ame XT G ERR 
RAF Haar 测度 ,简称 Haar 济 度 ,仍然 记 为 dx. 
在 (1. 48) 式 中 取 y=exptZ ,并 对 上 在 上 一 0 点 求 异 , 可 得 


BladZ(X), Y) + BCX,adZ(Y)) =0 (1.49) 
对 任意 的 了 .了 .ZE9 HR. 
设 * 是 9 的 中 心 , 令 
qi = {X Eg, B(X, Y) = 0, — H] Y E z IL? 
Æ {0}, 


MEEK ZEG,XEG, MYE, HEL ADRA 
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BZ, Xj Y) =— BOX.(Z.Y) 一 0 
恒 成 立 , 所 以 是 & 的 理想 . 又 因为 非 半 单 的 李 代 数 必 有 一 个 非 
零 的 交换 理想 ,所 以 若 9 AEE MARR. CAPES ER 
理想 zo HS 
gz = {X E g B(X ,Y) = 0, 对 一 切 Y E z, 成 立 }， 

由 z 的 理想 性 质 , 同 证 明 0, 是 理想 一 样 ,可 证 明 g: 是 3 的 理想 ， 
因为 xz 和 ;是 互相 正 交 的 理想 ,所 以 4) 是 这 两 个 理想 的 直 和 ， 
因此 对 任意 的 Zen 乱世 Gs: 谣 必 有 [Z, 基 ] 虱 为 等, 这 说 明了 z 
是 的 非 零 中 心 , 这 样 就 得 到 了 2z 也 是 8 的 中 心 , 且 z, 非 零 ， 
这 就 与 = 是 8 的 中 心 的 定义 相 际 后 , 所 以 后 必然 为 半 单 李 代 数 . 

上 而 的 论证 说 明了 一 个 紧 致 李 群 G, 它 成 者 是 一 个 交换 的 紧 
致 李 群 ,这 时 G 就 是 一 个 =* MER Bl n FSA ER 
积 ; 或 者 妃 是 一 个 非 交 换 的 紧 致 李 群 , 当 C 连 适时 ,G HEME 
RIA xa: 

g=—4q,02, G= (G x D/Z, (1. 50) 

PG, 是 一 个 单 连 通 的 半 单 紧 致 李 群 , 它 的 李 代 数 是 半 单 紧 致 李 
代数 外 ,= 是 8 的 中 心 ,了 是 z 对 应 的 有 限 维 环 群 ,Z 是 GXT 的 
中 心 的 有 限 子 群 . 特别 若 z= 10), 则 9 就 是 紧 致 半 单 李 和 代数 和 iv,C 
=G6,/Z 是 蛇 致 的 半 单 李 群 ， 
1.3.2 RAPS Cartan 子 群 

紧 致 李 群 G 的 一 个 极 大 交换 子 李 群 了 RA GC 的 一 个 Cartan 
子 群 ,T 对 应 的 5 的 子 代数 是 9 的 一 个 极 大 交换 子 代数 ,8 称 为 
g 的 一 个 Cartan 子 代数 . 当 C 为 非 交 换 时 ,8 的 复 化 9" 就 是 复 半 
单 李 找 数 昨 和 中 心 扩 的 直 和 ,耐久 就 是 % BY Cartan 子 代 数 . 根 
据 (1. 89stM C1. 46) 式 ,可 设 {iH,…,iH,} 是 的 一 组 基 , 其 中 
(iH oe ie} Ur) 是 的 Cartan FARR o D G9 — E , N g 
的 Weyl 基 取 为 

{Hs Ea E ZB}, 

而 6 的 Weyl 基 则 是 : 


$1.3 BRR RASHES la a3 


. . 1 
Wt p" rH, X., = — (È. a Ea)» 
! v2 


(E, + Ea E 5). C1. 528) 


1 
fd 
设 exp 是 # 到 妃 土 的 指数 映射 ,exp 'e 表示 指数 映射 之 下 G 
sce MSA RR. 将 指数 映射 限制 在 上 ,并 将 看 作 - :个 欧 
氏 空 间 , 从 而 是 一 个 非 紧 致 的 交换 李 群 , 则 exp:8 一 了 就 是 李 群 的 
同 态 , 其 同 态 核 就 是 exp ie 门 9, 它 是 了 上 的 格 点 集 , 称 为 号 的 特 枉 
格 . 
从 这 一 观点 来 看 ,指数 映射 exp Æ b 上 的 限制 具有 下 面 狂 质 ， 
4 G ÉM, 
(1) T&b/ Cexp enh. (1.52) 
(2) BrtET H Eb 使 得 :二 exPH 成 立 , 则 
t=exp(A+ H), A €E exp le 站 Bb 
对 一 切 AG exp 'e(15 Maz. 
D EJET LIKA- M. exp 就 是 上 的 函数 , 且 对 一 
BY] HE} Ml AGexp eNd FREA: 
f» expl + H) = feexpH. (1.53) 
(4) FE b PH-TUR AAPOR ATS E RA T 
的 积分 区 域 , 它 适合 ; 


X = 


T = exp, (1.54) 
且 指 数 映 射 是 外 的 内 部 到 了 AAEH TEL eE. 
连通 紧 致 李 群 G 的 Cartan 子 群 有 下 面 两 个 重要 的 性 质 : 
(1) G 的 任意 两 个 Cartan PRH AHH, BE GAIT 
内 自 同 构 ,将 一 个 Cartan 子 群 变 为 另外 一 个 . 
(D ET EG B-A Cartan THE. WG 中 生意 一 点 XEG, 必 
ST PRR tHE MRE vOG. ETAR: 
a= A,tt) = yty . (1.55) 
相应 地 ,对 G 的 李 代 数 8 中 和 任意 一 点 下, 必 存 在 AC AdG 和 
HES, E X=ACH),H g 的 任意 两 个 Cartan 子 代数 也 互相 共 
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H. 
T Æ G Cartan FBR. Æ G PREM N 和 中 心 化 
子 Z 分 别 是 
N= {rz EEG.rTr := TT}, 
Z= {z € Grate =t,NtET}, 
m W=N/T PRA G 的 Weyl P. m W HRA GERY g 
和 9 BS tt a° 的 Weyl #. 
13.3 RAFS 

一 个 紧 致 齐 性 空间 时 ,和 首 计 是 一 个 连通 的 肾 致 Riemann fit 
形 , 且 对 土 的 等 度量 变换 群 在 M 上 的 作用 是 可 递 的 , 即 对 于 中 
的 任意 两 点 ,存在 M 土 的 一 个 等 度量 变换 ,将 其 中 的 一 点 变 为 另 
外 一 点 ， 

对 一 个 Riemann MÆ N, EHS EETHEN p]. 设 
g(+,* Æ N 的 Riemann 度量 ,%: NN ERORE. Sw 
LEN MHRI X YET. N), FRR: 

E(X, Y) = gao dh (X) ds. C7)), (1. 56) 
P AE —-TFIREERBPTANEN T r SH OSA dg, 
是 $$ 在 zz 点 的 微分 . 

RGA M SRR PRY ES cH ws CHR 
ABER, AG EM EAB. SoC MIG 在 6 点 的 迷 向 子 群 记 
AK, MW K RA AH, RH RRR. C/K 则 与 M SR 
构 ， 

GPT r EM 上 产生 的 等 度量 变换 记 为 

x:M—>M.m © M~x-me€ M, (1. 57) 

K 中 元 在 M 土 的 作用 保持 o RAM AREK, Cdk). REO 点 

BAS} Wl A> (de), 就 是 天 在 切 空间 了 ,CM) 上 的 表示 , 称 为 KK 的 述 

向 表示 .当天 为 紧 致 李 群 时 .G 的 李 代 数 9 就 有 下 而 的 正 交 直 和 
分 解 ， 

g=—8+?P, (1.58) 

其 中 # 是 天 对 应 的 8 中 的 子 代 数 , 在 居于 9 上 的 伴随 表示 下 ,? 
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是 AdK 的 不 变 子 空间 ,AdK 在 ?上 的 限制 也 是 天 的 一 个 表示 ， 
这 个 表示 与 上 面 天 的 迷 疝 表示 等 价 , 所 以 可 将 ?与 邮 在 o 点 的 切 
空间 TM) 等 同 起 来 . 

iE P=expp. ll P 5 M PRR ERT BET mC 对 ,存在 唯一 
的 ptm P EiS 

m = pim} +o, (1, 59) 

1.3.4 Laplace— Beltrami 算 子 

it M Æ— T Riemann 流 形 , gd , +4 M & Riemann È 
E. 在 局 部 坐标 系 {tz} 中 ,dy 的 Laplace-Beltrami ATF 4 可 表示 成 


at=- E Re" vz), 

HP n=dimM, f E M EAC? Re, 
a 2 p 
g= el sgt]. (ge) = (galt 

g = |detíg;)l. 


TP WSs hE RST Pek: 
引 理 1.1 Rexp:9-G 是 李 群 G HKR ERK X.Y Ca. 
当 上 Ee ay. TARAR: 
XDA 十 zt) 


= expX 。 exp{ >) 让 ‘AUX, Y>}. 
k 


其 中 
— aad 
~ (— 1% 
= -m (ad X YYY, 
Larp 
_< (— 1)" 
一 2 (2+14+ 54141)! 
x [Cad X¥ CY) Cad X}¥ CY) |]. 


Fy, = F(X,Y) = (— tad XY) /CR + 11, 
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R24 42 时 ,有 下 式 成 立 ; 
AACX,Y) 


= > an adF, adF, adF. ， CFs 
ezi 


HP a= inoren) ZH k ER E P EB AR, 
(n& Z$ ) 是 适当 的 常数 ， 
证 明 ER X.Y EGGS IX. = [¥ |= 1.8 > 区 三 wo Wi 
存在 80, EG le]. le] <ce BY, 
expCX +Y) = expxX + expZ(u,t), 
其 中 ZDE 9 POR — 7) ES ST XY 
固定 时 ?从 面 可 表示 成 


Z(u,t) = at A,(X,Y), (1. 60) 


km] 


其 中 AUX o E lul ce 上 为 实 和 解析 的 , 它 关 于 Y Bk RKB 
多 项 式 ， 
HC. 13) 式 至 (1, 15) 式 首先 要 计算 Exp t), A 


Exp(X + 1¥)= Ss EA + t¥)* 
~ {Sl {r+ Srk 
| A=t k! + et i 


一 CExpX) (1 十 Dek), €1. 61) 


&=] 


n Itarana) 
AFD Fm F apek Hn Ho Ha 


《1. 61) 式 中 RIA A HAE. 现 置 VCG BG 
的 以 名 元 为 中 心 . 半径 为 e>E 的 测 地 球 , 适 合 UUU, 对 任意 
的 在 U, 上 实 解 析 的 函数 jaul ice A PAR: 


a, 
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(ExpX) (1 + SR) Fle) 
= (Exp + ExpZ(u,t)) f). 
h f ERR ES THEE U. 上 实 解 析 的 S.A 
(7 + DER fe = (ExpZ(u,t))f(e) (1. 62) 


成 立 . 
将 (1. 6DRR HE lul. |e <e 上 的 实 解析 函数 ,考虑 它们 的 解 
析 延 拓 , 则 可 得 到 


IREO |< Dy LF, |e Ls, |e 
we Zi 


= bi B(X.,Y))*, 
HP hE EAIA k Prin uE RA. B, (X,Y) = 
e, 
B = B (X,Y) 
= max{ || adX || , || ad¥ | 1X1. IYİ}, 
| aX |] ?= TriadX adX y. 

上 面 的 估计 表明 了 ,对 任意 的 正 数 BOH1, Ae 

z| < fe, X| =u <B, (1. 63) 
则 (1. sDRAWE KRO. 63) 中 为 实 解 析 , 从 而 其 右 端 也 在 区 域 


《1. 563) 上 为 实 解析 ,由 上 了 的 任意 性 ,就 得 到 了 在 区 域 41. 630 FH 
实 解 析 算 子 的 等 式 


I -+ SR, = ExpŽ (ust). (1, 64) 
因为 上 式 在 t 一 0 时 是 恒 等 算 子 , 从 面 可 取 到 足够 小 的 正 数 Bs 和 


区 域 
D = {mut} |t| < B, |#| < B}, 


其 中 B, 一 却 e-*, 使 得 在 区 域 万 上 Zest) BP Zot) hE MH 
的 . 
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RRE lul, l| <Ce 时 
expiX + :Y) = expX + expZ(u,t) 
K exp Æ RH. h Aet EH E — ERI E A LSReER 
五 上 也 成 立 ,因为 对 任意 的 X.YE9g 均 存在 正 数 BOL PRR 
we LAY 
B (X,Y) <B, 
再 适当 选取 B;, 就 得 到 以 上 等 式 对 这 样 的 多 .YF 成立. 这 就 基本 证 
明了 引 理 . 剩 下 的 就 是 具体 算 测 A(X, Y), AiCX,Y). 
由 .60)、(1.61) 和 (0. 64) 式 ,就 可 得 到 
: -IX 
= ACX)(Y>, 
H4 X 面 定 时 ,上 式 对 任意 的 Y 均 成 立 , 同样 可 得 A CX,Y). 对 
一 般 的 此 ,由 (C1. SDAP R 的 具体 表达 式 和 Jacobi 等 式 就 可 得 到 
A,X 了) 必然 为 引 理 的 形式 . 引 理 证 毕 . | 
引 理 1.2 假设 同 引 理 1.1, 则 当 


_ 一 四 日 区 
A(X) =* he 


AVE ay FRAY UTAR X Cg A Ah Ses 成 立 ， 
expX 。 expryY 


A,X, Y= R = (Y) 


= exp 


X HAOD NY) + BY) + Oy. 


其 中 


— gmat 
A(X) = £8 ， BRAY) = A(X) COXY) ACK), 


—1 
CX,Y) = > al. Sad ad (AOT YD (ad XP, 


证 明 研究 exp.X * exptY ‘expsY,H 5/4 1, 
expX -exprY + expsY 
=exp(X + AT (X) GOY?) + OG") DexpsY 
= exp + A(X) GY} 
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+ ATX + ATICRYOYIN GY) + OG + Y). 
由 引 理 1. 1,48 
1) 


_ (= - 
A 十 AT (XD GY) = = lad (KX H A RI YD), 
EFD 
因为 


(ad (X + AUCXIGY)) 


是 一 1 
= (adX) + Dot(adX )'ad (A (XY) ad X y 


i=O 
+ O00), 
cee all 
A(X 十 ACKO GYD = ACX) — CCX, Y) 4+ OO) 
ATHA HACK CY Y) 
= ALX YIU — OX, YDA IA’ + OY! 
= ACX) 14+ tBCOX,Y) 4+ O), 
由 此 可 得 
expA »exptt + 9Y 
= exp «-expfY « expsy 
=exp(X¥ + A(X QY + s¥) 
+ BCX ,YOCY) +O? 4+ 8°)).. 
男 一 方面 ,由 引 理 1 可 得 
expA ， expiY 


z 
= exp(X + A(X) QY) 十 SZ + O03)). 


Bets 代 兰 上 式 中 的 经 比较 系数 ,就 证 明了 本 引 理 ， | 
“49 具有 (1. 58) 式 的 正 诡 直 称 分解 时 , 记 卫 :9 一 ?为 8 到 # 上 
的 投影 算 子 ,7 为 恒 等 算 子 , 则 有 恕 下 引 理 ; 
引 理 1.3 B XYEp MARRY: 
expX ，EXPIY = p(pact), 
其 中 pode P pites 点 的 曲线 ,二 (是 天 PH ATH: 
pD = exp(X + 1CTACXo Mm Y) + O), 


30 Sie 引 É 
k(t) = exp€— tC — IDACX)CHACAUED CY) 
+ O@*}), 

应 用 引 理 1.2 具体 计算 po) BSA 1. 3. 

现在 可 定 出 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 Laplace -~ Beltra- 
mi EFT. 首先 用 到 如 下 邹 知 的 命题 : 

命题 1.1 设 邮 是 一 个 Riemann MÆ, A E M $9 Laplace — 
Beltrami Wf. ¢:M-MEM LH SRERBER, WAR e VF 
RE ERA s 在 ?之 下 的 不 蛮 性 等 价 子 对 一 切 好 上 的 C” 
KK .六 


(Af +» p= ACh o p) (1. 65) 
恒 成 立 ， 
MERGE HAG TG (ER EG A 
det Adz! = 1, 


it —“- si SRS EE PEA RE R.A 4 Rae g E 
SE FF A SE ZR PEE BRAT , E xX Ul AE Bg 
detAdz = 1, xz EG. 

紧 致 李 群 , 半 单 李 群 , 符 零 李 群 (包括 欧 氏 空间 ) 都 有 是 乏 模 李 群 . 

Kh GEER, EG ERS T-ASE Riemann FH, 是 
G HER. Xi. X EG 的 关于 左 不 变 Riemanh 度量 的 标准 
EZE, I e2, 是 Xe X HA G EAA RE ah. 

满足 上 而 条 件 的 左 不 变 向 量 场 称 为 G 上 的 左 不 变 向 量 场 的 
标准 正 交 基 ， 

每 个 XE g 在 基 XX. Z TAERA 


A= 区 
在 指数 映射 下 ,9 的 切割 迹 内 部 应 是 G 的 么 元 的 切割 迹 内 部 的 测 
地 法 坐标 系 ERR XCM, AER. (Cz, AG PR expx HH 
地 法 坐标 ， 
3 引 理 1.4 RGE- TARE EGERET -IERE 
Riemann Bf E, A 4G a Laplace — Beltrami HF Kise X, EG 


§1.3 BRSRSR RATES 3] 
E84 Ze 2S fe BS AY BE HE EE, MA 


A= STR. (1. 66) 


im] 


证 明 由 引 理 1.1,G HAPS Riemann 上 度量 在 标准 正 交 基 
X] eee shu ZF > TERME HR Pe ee et 


(g,(expX)) = É 二 一] [一 用 一 |， 


式 中 [ | Ramee. IRE. 
由 于 Laplace — Beltrami 算 于 可 用 联络 表示 成 
A= 之 /时 TT ~ 之 ET Er 
在 之 元 处 即 X=0 点 计算 Pins sat 
mle [s+ 


ax; ar, 


1 g= (gi) +g = Ce") WEE 
l -1 
j= teg (22443 sf — | 5 \'ewes)) 
其 中 es ESR PMT HR A= 1,250 od. 
这 就 得 到 在 之 元 处 & 与 8 CARs, 
Pij(e)= +(e (edX + adX,) 
十 ef (adX,) + adX,) €, 
一 el (ad X,Y + adX,)e,} 


= = (Ch + Ch + Ca + Ch — Ch — Cy}, 1.67) 


EFEX X; J= CX 是 李 代数 9 的 结构 常数 
由 此 可 得 
D Tke) =— 2TradX, (k= 1525047). 


4 G 么 模 时 ,上 式 就 等 于 零 
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男 一 方面 ;在 G 的 乏 元 处 有 


A, = Dag 一 2l Dro) 2]. 
4G AR RA 


o ge 
A = 23a e 

由 命题 1. 1 , 当 GARY. 
(AN) (x) = Sf (zexp Dz.X,) 


= 5| J) fcrexptX,) 7 
由 左 不 变 向 量 场 求 导 公式 (1. 10) RAB 
( > XE) C(x) = D| i) fCrexpeX) _ 
这 就 说 明 , 对 到 上 的 一 切 C 画 数 S.A 
Af = S Rif 
恒 成 立 , 这 就 证 明了 3 引 理 1. 4. | 
下 面 讨 论 紧 致 齐 性 空间 M 上 的 Laplace 一 Beltrami 算 子 . 
EPST MERA O O EEST G 的 李 代 数 % 上 的 
不 变 内 积 互 (。,，) 在 ?了 上 上 上 的 限制 ,因为 3 在 4qd 天 之 下 不 变 , 从 面 
?一 To 上 的 内 积 (*， OK 的 迷 向 表示 下 不 变 .C 中 元 了 在 
M 上 产生 的 微分 同 胚 , 它 的 微分 记 为 dr, Æ X M EJ Riemann 
RE at +” yA 
Bai XY) = (dpm) CX) dp oom) 'C¥Y)) (1. 68) 
SX YET,CAD mC Mom=plm)-e.pOneP HR. 则 
在 (1. 68) 式 定义 的 Riemann 度量 下 ,G 中 元 在 MM 上 的 作用 就 是 
M 上 的 等 度量 变换 . 
记 exp 为 8 到 己 上 的 指数 映射 , 则 上 映射 
XEP— expR -o€ M (1. 69) 
是 ?到 并 中 的 实 解析 上 映射 . HFRERRAHCMAR. FEE 


$1.3 EBRPFRSRaFTESE a3 
2 使 得 (1. 69) 式 的 映射 限制 在 


N={XEPpP |X| <a} (1. 70) 
LÆRAR. 
以 下 来 证 明 , C1. 69) Bee p 到 M Ee RR xk EA 
下 面 的 引 理 


引 | 理 1.5 Xt—- oF XEp, 
exptX +o, — co A t A 

E M E G A Riemann 度量 (1, 68) FHS o€ M 点 的 完全 测 地 
线 , 它 在 o RAV RRS X. 

证 明 ”因为 (1. 7ORK RE. ORR TEM Eo 点 的 
局 部 坐标 系 , 所 以 expeX + o 在 o MH Dl ee X. 

Ep 中 取 标 准 正 交 基 其 ,一 着 /| 着 | 6X15 XL MBP VCD 
AEREN: 


Y = SX,, 
它 给 出 了 ?上 的 整体 坐标 系 {(z,,… ,zz,》}) , 它 的 基 向 量 场 则 是 


cd 
Iz, X, (R= 1,2,. 1), 


Hp ELHELABASRARHE O LOREM Ho AR 
部 坐标 系 . 
在 马上 计算 Riemann 度量 gC >. +B] 
(g,(expX +o) =T(XYT(X), XER, (1.71) 
其 中 根据 引 理 1. 3, 


—adX 
I. (1.72) 


特别 可 得 


a 可 
BiiKeXPY + 0)= Bupy-o Ja, 15 | 


a 
一 Eeeorof Ri 和) 一 CY, oy), 
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其 中 
Y, = L= eT x) Ch = 1,2,1 ;n) 
k G adY 0 it 15y 7 a 
Ma Y= WA X= X/ |X| ,就 有 
Y, = 下 一 ex 一 HiX = Xis 
从 而 可 得 
(Y,,Y = (X,,¥,) = BCX, +i) 
JT — e ux) 
= BX, adGxy A 


_ SCI : 
一 > EEDE E AO (X,)} 


= ð, + ET TE" T B{ X, , (adX YX,)) 


x Blad XCX), (ad XY X) = 
(1. 73) 
此 有 即 
pain = feb 
Xt—a/|X|<e<ta/ |X| BPR. 
M 中 的 曲线 exprX veo 在 局 部 坐标 系 如 中 的 曲线 方程 是 
Ti 一 了 | m= =z = D, 


将 它 代 入 测 地 线 方程 中 ,得 


d? da, .aa 
et a _ 


=o-+ mM (|x|? =6 ($ = 1 2 好) 
所 以 expeX + o Æ acta 时 是 测 地 线 . 
取 0<a)<a/|X|,H m=expa;X +o, Ml 
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Y € Q — expa,X -expY -o €E M (1.74) 
th fom AA MAAR. 而 oE M4 点 邻 域 的 基 向 量 场 人 (一 
1 2 ,nn) ,在 dptm) 的 作用 下 就 变 成 了 zx 点 坐标 又 中 的 基 疝 量 
场 KX Gn) 0 XO), Bi 
Kim) = dpm) X) (Ch = 1,2,0,n). 
在 m 点 局 部 坐标 系 中 计算 Riemann 度量 g, 因 为 plm) 是 等 
度量 变换 ,从 而 对 任 一 点 
m, = expa, X «exprX, || <a/|X|, 
有 下 式 成 立 : 
Em (XN; Cn), KC) 
= Eapro lpm CX, On dd pla (X,;0n))) 
= Baka kA, 
由 (1.73) 式 ,经 过 在 m 点 局 部 坐标 系 中 计算 ， 
/j= ds 
fu log 1, 
仍然 成 立 - 同 前 面 一 样 , 即 得 
expa,X -exprX-o, —a/|X| <t<ia/|X| 
是 过 expa,X .ao 点 的 测 地 线 , 面 对 expa X) ，o 点 可 作 同 样 的 
讨论 .因为 expt 是 GG 的 单 参数 子 群 , 故 可 得 
expiA, — (a, + @/|X|) “ecla, + a/|X| 
是 MM 的 过 o 点 的 测 地 线 ， 应 用 归纳 法 继续 推 证 ， 即 可 证 明 本 引 
F, | 
上 面 的 证 明和 包含 着 以 下 引 理 ; 
引 理 1.6 XX, n=dimM. E p=T. AD HEF GK 
Æ Riemann 度量 (1. 67) 89 fe AE IE 22 E., ME M 的 测 地 法 些 标 系 
中 ,G 不 变 Riemann 度量 (1. 67) 的 方 阵 是 
(gf(expX 00)) = TOXYTCY), XE P, 
其 中 


了 一 ea 


r= H PEP ， 
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i c= aaax 


adx 


= ff, 


AF H Ea 到 ?的 投影 算 子 . 

引 理 1.7 B 4 ERREZE M CHA GAE Riemann 
ER. 67) EH Laplace — Beltrami H F, Xis Xn E P= 
Tag) 的 标准 正 交 基 , 则 对 M i — 0] Co 函数 了 ,有 

(Af) (m) 


Has 


h 2 
= >| $) flplm)exptXi* 0)| >» (1. 75) 
k=] j=o 


其 中 pon) 1. 59) 式 定义 . 
证 明 由 引 理 1. 4 的 证 明 可 知 ,只 需 证 明 在 o 点 处 


> Co) = Q Ck = lstrnn). 
fA 1. 6394101. 67) 式 及 引 理 1. 6 BAH n Bel 
Pio) = (ely (adX,)' + adX Mies 


+ eff, C(adX y + ad X,) Moe 

一 eff, ((adX,)' + adX,) He,}. 
因为 G 紧 致 ,所 以 对 性 意 的 关 Eg,adX 在 标准 正 交 基 下 是 反对 称 
阵 , 从 而 (0) 二 0, 这 就 证 明了 引 理 1.7. i 


$1.4 紧 致 李 群 的 表示 


1.4.1 有 限 维 表示 

设 GETER V 是 复 ( 实 ) 域 十 的 有 限 维 线性 空间 ,gltV) 
EV ERA RSA ARERR, GLOVE V 上 非 蜡 线性 
变换 全 体 组 成 的 矩阵 李 群 . 若 存 在 连续 映射 ,有 

0:;6-+GL(W), z E€ G— plz) € GLY), 
E5 o 是 G 到 GL(V) 中 的 群 辐 态 , 即 对 任意 两 个 x.yEG, 均 有 
pixy) = plr)p ly), 

RR Co.V) HER GAT ARRE DORR RAR 的 
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ARI OV 的 复 ( 实 ) 维 数 称 为 表示 p 的 维 数 . 

FERAE Ha BV 为 有 限 维 复线 性 空间 的 情形 . Bot 
介绍 几 个 基本 概念 如 下 : 

(1) 不 变 子 空间 : 设 (p,Y) 是 李 群 6 的 表示 ,多 CT BV 的 线 
性 子 空间 ,者 对 一 切 的 TEG HA 

p(x) (W) CW, 

APW 为 表示 Cp,V) 的 一 个 不 变 子 空间 .车 WW 是 Cp,V) 的 不 变 子 
Si weV PH eth WEW HHW 也 是 (py) 的 不 变 子 空 
间 , 所 以 对 于 复 表示 Cp, 站 只 需 考虑 它 的 复 的 不 变 于 空间 . 以 后 讨 
论 复 表示 的 林 变 子 空间 ,的 指 它 是 复 不 变 子 空间 . 

GW dE Co. VO PEST SS H, UR EW 上 tp,W) 也 是 
G 的 -一 个 表示 ,例如 将 了 中 的 向 量 记 为 坐标 列 向 量 | "| | 的 全 
ASE RA V 的 线性 子 空间 Wile). xEGH 

=o Aiz) Bir) 
pia) = l 0 bol 
Hep Ate) EGLO) NER. WORE 
Plr) = Ale), 

(2) BSR A He eG. WA p(x) 一 1 这 里 I 是 V 
ER BSR. Ree. Vo FAR. 

(3) Aa) ARR a BEG AZ Ce VOR S AEE AAA 
弯 子 空间 , 即 它 的 不 变 子 空间 只 有 YY 目 身 和 和 零 空 间 !10} ,就 称 
(py VIA GHA HbR. 

(4) 可 约 表 示 ERG 的 表示 (tp,Y) 含 有 非 平 凡 的 不 恋 子 
空间 ,就 称 (o,V) 为 后 的 可 药 表 未 . 

(5) SES RAZR: KV ERG 的 一 个 表示 ,者 对 站 中 
每 一 个 不 变 子 空间 你 , 必 存 在 与 之 相 补 的 不 变 子 空间 入 ,使 得 V 
=WON ,就 称 表 示 (p,V) 是 完全 可 约 前 ， 

(6) 等 价 表示 Rie, VIS V EEN C 的 两 个 表示 ,者 
Fe EATER A: ViVa BEIR Ap = 0, A FIERY TEG, 均 有 
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Af (2) = pA, 
RB EG BZ (2). Ve VE. 

(7) BRR: Ao. VIBSRC 的 表示 ,在 V ESET —t 
Hermite 内 积 ERMA rEG pl REV LHR REV 
的 尾 何 一 组 标准 正 交 基 下 ,p(x) 均 表示 成 一 个 西方 阵 ,就 称 (p,V) 
是 局 的 一 个 盏 表示 . 

命题 1.2 西 表 示 若 可 约 , 必 然 完 全 可 约 ， 

证 明 RYVE CH Ba. Cs, * SV 上 的 Hermitian 
AB. BW, 是 eH—-TAEF SH MW. AW, EV 中 的 正 交 
补 ， 即 

VV = W, 出 W, 
HË EW, yEW MMA (rey) =0. 
对 任 一 个 yEW， M geG AT pep REBER. TE crew, 就 
有 
Cr Plg) = CeCe 2, ele ete») 
= (pg z, y) = 0. 
DE ptg)yE Ws IER VOW, 和 gEG HMI. I WwW 也 是 
KEEFE R, BLA VRET y. t 
(8) 2a WEA 2p, VOM V EEE G 的 两 个 表示 ， 
4 
V =V VY P= dp, 
邑 对 wEV w= (w, sw) Pw, CV. EV BRM VIE 
义 为 ;对 一 切 的 xEG, 有 
PTI = Cp (2) ID) 2,2) Cwe,)), 
MPRV AER VOM VD A A e. 

FEV MES FI Pop Coe m Xm WR; EV: 的 
Æg ED) 之 下 ,PCz) 是 s&s BATE, MHE V BE Chiat Sas 
Bie BIL Pele) Emt s) X (十 5 的 准 对 角 阵 
Pi Cz) 0 | 


¢ =| 
oe 0 Pla) 
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类 似 地 可 建立 名 个 表示 的 直 和 . 
(9) ERER: VOM VER C 的 两 个 表示 , 令 
V=V VY P= AB os 
其 中 车 Ch Fd Cai ttt eg SP BU Vi 和 TY: 的 基 , 则 的 基 
Fe 
FO gp 1Rigm, 1ajsgs. 


对 w EV,, w = Dali; 
km} 


Wy E Fas ID, = S bgs 
fm] 
则 有 
w = wW; &) wer, = Si Diab fi @ gr. 
km] im] 


RAR Ce VINE LAS VY 中 形 如 ww Gw 的 向 量 , 对 一 
DW <EeG faa 
elz2 w= p(X) G) w, 
= (p Erw) GI Co (IY). 
HE V SE fie fe Fa oem Xm EV, 的 基 
Bist Z Feal sX: AR HAR 
PD) = [al ien 
WE V 的 基 万 的 有 Xe: p.. nOg: ,CO gs s tne: MFZ 
F, 
PUT) = plr) G alr) = Ce (ay (2 Jye 
是 sX RANGE APR RB mm 方 阵 . 
EWE MIRA OV RARR VA a Vokė 
F. 类 似 地 ,定义 多 个 家 示 的 张 最 表示 . 
(10) 表示 的 特征 ; 设 (p,V) 是 李 群 G 的 有 限 维 表 示 ,p(z) 的 
迹 Ye) = Tree). zEG EXT GC LA-TRM. RAE GC 的 
表示 PAS AS AE. 
aD RRA eR Hg ETERN, REE e 
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DO gi), X EQ p(X) € gl) 
FE g Bl gl VER BB eS BI XY Ea EA 
eCLX ¥)> = Lp ) ,plY)] 
成 并 ,就 称 p ASMA PAR, AV) EBV KAR 
示 6 的 表示 空间 ,VY 的 维 数 称 为 表示 p 的 维 数 . 
在 上 面 (1) 到 (9) 这 九 个 定义 中 ， 将 李 群 换 成 李 人 代数， 就 变 成 
了 李 代 数 表 示 的 对 应 的 定义 ， 但 对 于 酉 表示， 则 要 将 efz)? 换 成 
友 Hermite 阵 ,对 张 量 表示 ,相应 的 公式 要 变 成 ， 
P(X ywn &) w, 
= (LX yw) GI w + w & aC ay. 
这 由 于 一 小 节 中 李 群 表示 与 李 代 数 表 示 的 微分 关系 可 以 得 到 . 
1.4.2 李 状 的 表示 与 李 代 数 的 囊 示 
设 G HER. 是 上 的 李 代 数 ,(p,V) 是 G 的 有 限 维 表示 , 令 
dp(X) = Ñ polexptX) x (1. 76) 
M (do. V REE 8 的 一 个 表示 ， 
Behe (dp. V 7 是 李 代 数 9 的 表示 ,首先 要 证 明 
dp:9— gV), X € g — dp(X) € giv} 
是 线性 上 映射 . 由 指数 映射 的 公式 
exp (taX jexp (thY ) 
=exp(t(aX + bY) + OY) 
可 以 得 到 
detaX + bY) 


= © plexp (t(aX + BYDD) 
iw i) 
d 
= $ plexptaXexptbY ) | 
=ù 


d d 
= qe exptaX) | 十 ge exptbY ) E 


= adol ) + båolY). 
这 就 证 明了 de 是 线性 映射 . 


EE yi 


sh 
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国 为 exptX 是 G 的 单 参数 子 群 , 则 plexptX) 或 者 恒 等 于 单位 
矩阵 , 即 do 和) 一 0, 或 者 plexpi 叉 ) 也 是 GLN HASAT, E 
FEA sca HG. 76) 式 为 dptXX) ARH. 9) 式 即 得 


etexpex ) = Expide cx). (1.77) 
由 指数 映射 的 下 面 公 式 : 
exp(— tX exp (— tY expzXexpryY 
= exp [X,Y] 十 各 人) (1. 78) 


AY u =t, 本 得 
del X.Y] 


= FietexpuL XYD E 

= A p(exp LX, Y] + Olu) | 

= Cplexp elx, Y] + 0G*))) | 
a= 


= £ plexp(— iX Jexp(— tY expt Xexpry ) | 


将 上 上 式 最 后 一 全 等 式 右 端 先 由 表示 性 质 再 用 (1.77) 式 , 恋 成 
矩阵 形式 ,再 用 和 矩阵 形式 的 (1. 78) ,得 到 
de X.Y 


— TExp(u[dpCX) ,dpCY)] + Oui) | 


= [det X),dpecy)], 

这 就 证 明了 do,Y) 是 g 的 表示 . 

反之 , 若 (dp,7Y) 是 李 代 数 8 的 有 限 维 表示 ,G 是 以 9 为 李 代数 
的 单 连通 李 群 ,exp :9 一 CG 是 指数 映射 , 令 

ptexpX) = Expdp(X), 

则 (pp, 让 就 是 李 群 G HEV LRA. 

命题 1.3 设 G 为 李 群 ,9 是 G 的 李 代 数 ,(p,V) 是 G 的 表示 ， 
(de VE e WR. 7OB HAAR 9 的 表示 , 则 (Cp,V) 不 可 
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证 明 MBAR VONAET SB, BC. 76) 式 , 即 得 
到 好 是 (do, 太 的 不 变 子 空间 . 而 若 MM 是 (dp, 让 的 不 变 子 空间 ， 
由 于 (1. 77) 式 成 立 , 所 以 好 是 (p,7) 的 不 变 子 空间 ， | 

命题 1.4 若 & 为 复 李 代数 ,9, 29 AEE. AVI 
6, 的 一 个 有 限 维 复 表示 , 则 Go, 可 自然 地 扩充 为 8 的 表示 如 王 : 

p(X +i¥) = p(X) +ip)., X.Y € de. 

反之 ,车 (p,V) 是 4 的 表示 , 则 限制 在 9 上, 它 就 给 出 了 0 的 一 个 
表示 . 

证 明 因为 是 g 到 人 (7 的 实 线 性 映射 ,所 以 p(X 十 说) 目 
然 可 将 它 扩 充 为 9 到 gl(Y) 的 复线 性 映射 . 又 因为 8 的 换 位 运算 
就 是 g 的 换 位 运算 的 复 扩 充 , 所 以 对 于 ABCG.A=X,+1Y,.B 
=X: +Y, XY XY Eto EBB 

PLLA. BD = Let A), p(B) | 

也 成 立 . 即 oo 的 表示 自然 地 扩充 为 9 的 表示 ， 

反之 ,因为 %。 是 4 的 实 形 ,p 在 9。 上 的 限制 自然 是 线性 映射 ， 
又 因为 8 的 换 位 运算 在 g 中 为 封闭 的 ,故而 pC9o) 关 于 矩阵 的 方 
括号 运算 必然 也 是 封闭 的 ， 从 而 限制 在 % Er Co. Vo. 的 表 
示 . | 
1.4.3 Schur 5|% 

在 李 群 的 表示 理论 中 ,Schur 引 理 起 着 重要 的 作用 ,下 而 给 出 
的 是 群 表 示 的 Schur 引 理 ,通过 对 李 群 表示 的 微分 ,就 可 得 到 李 代 
数 表 示 的 Schur 引 理 . 

命题 1. 5 设 (¢,,V,) Al Cor VOR G 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 
AVV, 是 钱 性 映射 , 若 对 任意 的 EG, A 

Ap Cr) = @,(a)A 

便 成 立 , 则 或 者 AV >V, 是 线性 同 档 ,从 而 pi 与 ps 是 等 价 的 表 
示 ,或 者 4 一 0. 

证 明 念 亚 是 4 的 象 集 , 即 

W = AV,CY:, 
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则 有 
2,02 W= miD AV, 
= Ap CV CT AV, = W 
WH reG RW. BPW Æ ps 的 不 变 子 空间 ,因为 ea 不 可 约 , 所 
pink w= {ole As, RA WSV Bi AV, SV, 
当 AV =V; 时 , 设 映射 4 E M, BE 
M={XEV -AX = 0}, 
则 可 得 
Ap, (2M = p,(27) AM = 0, 
即 对 一 切 x<EG. A 
AC MC M, 
所 以 M dé pi 的 不 变 子 空间 , {E a 也 是 不 可 约 的 , 所 以 MA 
能 为 两 种 情形 ;a3M = {0} BRC M=V). 当时 = 40} 时 ,因为 AV, 
二 Vs, 所 以 AV, 到 V, 上 的 线性 同 构 , 即 (p VIS Con VE 
it Zea. in FR M=V IH A AV, =0 Al AV SFV, 不 可 能 同时 成 
立 , 从 而 在 AV =V: 前 提 下 ,不 存在 M=V 的 情形 .. 于 起 证 明了 
on a. I 
命题 1.6 EVER G 的 不 可 约 复 表示 ,B:V->V 是 线性 
RA. AB 与 p 可 交换 , 即 对 任意 的 EG, 有 
Belad = pCa) B 
恒 成 立 , 则 B 必 为 VW 上 人 恒 等 算 子 了 的 数量 乎 , 即 存在 复数 a, 使 得 
B=al, 
证 明 Are HERR MW BEV 上 至 少 有 一 个 特征 值 a, 设 
A = 5 -—al, 
则 显然 4 与 e 可 交换 ,因为 4 的 行列 式 必 为 零 , 所 以 A BO] RE 
V EASA. 将 命题 1. 5 用 于 aS pV SV 的 情况 , 即 得 到 A= 
O, 也 就 是 
B= al, | 
由 上 而 的 两 个 Schur 的 引 理 ,可 得 如 下 的 推论 : 
命题 1. 7 交换 群 的 不 可 约 复 表 示 必 为 一 维 的 表示 ,其 表示 
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空间 是 复 一 锥 的 线性 空间 . 
证 明 Op VERE CH ARG] 4m. 任意 取 定 一 个 
EG SERRA ceG BT GOR, PRR: 
PCy JPET) = pCrply,), 
Afra 1.6 得 
PCy¥o) = Aya) 
对 任意 的 » EGC HR AW EV 的 复 维 数 大 于 1, 则 与 (p,V) 
不 可 约 相 了 矛盾 ,由 于 这 时 下 的 任意 一 个 复 一 维 的 线性 子 空 间 均 为 
pb 的 非 平凡 的 不 变 子 空间 ,从 而 VY 必 为 复 一 维 的 线性 空间 . | 
1. 4. 4 ARFA IAA Ra 
命题 1.8 紧 致 李 群 的 连续 表示 必 等 价 于 一 个 酉 表示 . 
三明 Ro VERE GC 的 一 个 连续 表示 ,5C，,，*) 是 V 
上 上 的 一 个 Hermite 内 积 , 对 任意 的 天 .YEV, 令 
CAF) = | (eX pla dz, 
由 于 eld G RIESE PUB FER ‖ e) | BAG 上 的 
连续 函数 ,因此 ,对 任意 的 下 .YEV, 上 面 的 积分 式 恒 有 意义 . 容易 
验证 <，，，} 也 十 WV 上 的 一 个 Hermite 内 积 , 且 对 于 任意 的 yEG， 


有 
(POV), POY) 


= | PPOX pr) p(y) Y) dr 


二 | (etry )X play )¥ de. 
E dr 4G ER Haar 测度 , 则 有 dz) 一 dr 由 此 可 得 
(oy Xs pWY) = | (p(x) X pY da 


= AY 
对 任意 的 和 .了 E0 和 yEG 殉 成 立 , 所 以 ely) EV 上 关于 Her- 
mite AF ORAS. AA yec Hama. X BAH r 
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由 命题 1.8 和 命题 1,2, 即 可 得 到 以 下 命题 : 

命题 1. 9 紧 致 李 群 的 任意 一 个 连续 表示 都 是 完全 可 约 的 . 

设 (p,V) 是 紧 致 李 群 G 的 一 个 西 家 示 ; 则 任意 取 定 VY 的 一 组 
标准 正 交 基 ,就 可 得 到 避 到 西 群 U, 中 的 一 个 矩阵 表示 P: 

e:G~U,, x pir) CU, (C1.78') 
其 中 是 Y 的 复 维 数 , BRA EV 的 一 组 标准 正 交 基 下 得 到 如 
的 一 个 十 阵 表示 oC) TE V 的 巡 一 组 标准 正 交 基 下 所 得 到 的 算 
阵 表 示 就 是 原来 的 息 阵 表示 pz 通过 一 个 ACU, HATE 
H RERE TARERE: 
PCr) = ALDA, AEC U, (1.799) 

MSR (Ce VIBSRAR VOSS NARA, EV, 中 任意 
取 定 一 组 标准 正 交 基 后 ,得 到 的 矩阵 表示 也 必然 为 (1.79) 的 形式 . 
E F MMWR. RIN eo RCMP n BARR. TSI 
C1. 78 AE Ma Ae. 而 o S eid. 79) 式 成 立 .而 
PR 2 不 可 约 , 万 是 指 作 用 于 复 n 维 线 性 空间 V 上 时 ,pkG)? 是 不 可 
约 的 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,在 紧 致 李 群 G 上 总 是 取 规 格 尼 的 Haar Wi 
E dz. Bl G 的 体积 为 

ja = I. 


命题 1.10 he We BRM C 的 两 个 不 等 价 的 有 限 维 
不 可 约 丁 表示 ,其 表示 维 数 分 别 是 n, 和 n. 记 
Gfx) = TI Or) = Cty (ed), 
HR 2 (a A es (47 SUSE on Xn, Mie Xa 的 西方 阵 ; 则 


| taka) tul oddr = Í} 
i 


对 任意 的 1; fen Fi ISE, in, 恒 成 立 . 
证 明 ped B= CB 是 一 个 Wh) AN AJ Ha Re. S 


A= | ae (x) Boa dr, 


由 于 P 是 本 表示 ,所 以 有 
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DT ) -一 Piz)! = pfx)‘, 
M0 48 Sill 


P(x) Bp, (x7!) = | S ota (2) HEDE 


k=] s=] 


当 取 B=E,, A r 行 p 列 元 素 为 1. RRIRASH m Xn, ER 
时 ,就 得 到 
ADE Px) = rlr) up l) 
对 yEcC, 有 


pA= | pi (pr) Bp lr- da 
= | eta) Beta de 
= | eBoy tx) dex 


_ |e (x) Bp, (ax dzo, ly) = Anly) 


对 一 切 yEcG 成 立 , 因 为 o Se. 不 等 价 ， 由 Schur 引 理 ， 对 一 切 
B 一 C81), 均 有 有 A 二 0 成立, 特别 有 


0= | o CDE, plr dr 


= | (sz) Hipt I) jdz 


SHER l<r<n,. lpn, 成 立 . 此 即 
Ree ut TI = 2 


对 i, jon, 1A in, 均 成 立 . | 
命题 1.11 设 P 是 紧 致 李 群 G 的 不 可 约 本 表示 ,wp HARE 
ns M12 


PLE) = yke) Jernes 
Rt G EHHE Haar 测度 dz. 


elol dr = + Ui js <an), 
g 7 ri 
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BSG PSO lijk dn 时 ,有 
| mz) te ndr = 0. 
证 明 研究 积分 
A= | pC) Bota ode, 

则 同 命题 1. 10 中 的 证 明 一 样 , 可 得 

POA = Aply) 
对 一 切 yEG MEER] 2 Xn AR B R. 由 Schur 引 理 ,存在 复 


$r a. tE 
A = ai. 
另 一 方面 , 设 E,, 是 第 + 行 第 s 列 的 元 素 为 1, 其余 元 素 为 0 的 
nxn 方 阵 , 当 B= 二 Es 时 ,有 
PTIE PT !) = (F(x) tp CE). 


对 关于 4 的 积分 求 窍 阵 的 迹 , 由 于 dz 规格 化 ,可 得 
TrA = TrB, 


特别 取 BoE, Ars 时 ,就 有 TrA 一 0, 即 得 到 
0= | GEE dz, rs 

wE Sir jsn, A rés 时 ,下 式 成 立 : 

| cr) dr = 0, 

4 B= 二 Ei 时 ,得 到 
an = TrA=Trk, = 1, 即 a = 二， 
从 而 得 到 
tr = | (nn }de, 

由 此 即 得 , 当 1Sir jn 且 ;i) 时 ,有 

| #2) tdr = 0; 
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当 Sirin 时 ,有 
| Cx) ldr = 2, 
i Fl 


从 布 证 明了 命题 . I 

由 命题 1.9.1.10 和 1.11 4R FAR: 

命题 1. 12 设 。 是 紧 致 李 群 G 的 有 限 维 西 表示 ,Xx(x)== 
Trefz) 是 表示 2 的 特征 , 则 P 不 可 约 的 充分 必要 杀 件 是 ,对 上 上 
规格 化 的 Haar 测度 ,有 


[lx ler _ 
证 明 车 PP 不 可 约 , 由 命题 1.11 即 得 
| Ixe ldz = I, 


A o Hn, Ww 1.9, 它 可 分 解 成 有 限 个 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 
设 为 
P= POD Des 5 2. 
设 
X.C2) = Trp, lr), 
则 由 表示 直 和 的 定义 ,得 


Xx) = Treler) = > Xl). 


由 下 面 的 命题 1. 13, 等 价 表示 的 特征 相等 ,从 而 由 命题 1. 10 
A 1.12 即 得 


| xce， | dz = D| x) [dr = s > 2. 
k=] 


这 就 证 明了 命题 . | 
命题 1.13 设 p, 和 pp; 是 紧 致 李 群 G 的 两 个 有 限 维 的 等 价 束 
示 : 则 它们 的 特征 相等 , 即 
` Troir) = Troer) 
对 一 切 rE G ROL. 
证 明 因为 o Soo St RE ESE AER 4, 使 对 一 切 


$1.4 紧 致 李 群 的 表示 49 
ZEC 以 下 等 式 
plr) = Aplr) A! 

恒 成 立 , 对 上 式 两 端 求 迹 , 就 证 明了 命题 . | 
1. 4.5 有 限 维 西 表 示 及 其 特征 

设 (p,V) 是 紧 致 李 群 G 的 一 个 有 限 维 酉 表示 ,了 是 C 的 一 个 
Cartan FR. 限制 在 六 上 ,267 是 了 的 有 限 维 酉 表示 ,由 命题 1.7 
和 命题 1.9, 存 在 Y 的 一 组 标准 正 交 基 , 在 这 组 基 下 ,of7) 表 承 为 
对 角 阵 , 即 

PE) = plexpH) 


CH} (Hy oy, 
4 


= diag(e"” ,es een), C1. 8903 
对 一 切 1ET 成立, 其 中 中 是 7 的 复 维 数 . 

Cl. 80) 式 中 的 mm 称 为 表示 台 的 权 , 基 中 可 能 有 相等 
的 , 设 和 入 是 上 中 互 不 相等 的 权 的 集合 , 则 了 可 分 为 
权 子 空间 的 直 和 

V=V, OV, BDV,, C1. 81) 
其 中 VV, 是 eTR FEA e o FFE Be SK RAY VP 
线性 子 空 间 , 记 VAS AERA mes PR mai 为 权 pa HJER. 

现 对 (1. 80) 式 求 迹 , 就 得 到 了 2 的 特征 

X= Tre) = Tr(plexpi}) 
= dem 一 Some, (1. 82) 


k=] 点 二 1 


A 8 i. 4 中 的 (1.76) 式 、 命 题 1.3 和 命题 1.4, 对 表示 p 求 导 ， 
就 得 到 了 C 的 李 代 数 9 的 表示 ,和 9 的 复 化 对 WHR. 用 (1. 519) 
式 给 出 的 4& 和 8 的 殉 eyl 基 ,do,w) 就 可 明确 地 通过 求 导 而 写 出 
来 . TREH E ER 2 的 权 e BOA ib ESE RTE RR. t 
Hib. REAR iE). oi RF io, (AD). BEE. 80}) 式 中 指 
Ai om BAS SH ETS EV EC. SID MPM RTA SH 
V este 是 Y。 中 的 一 个 非 零 向 量 , 就 可 得 到 
daH yo, = oH os HEH, (1. 83) 
E de(E.)v.40,c€S, WA 
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det Hido lE Dte) 
= (w+ at(Hodp lk. Uus (1. 84) 
这 表明 了 , 若 de(E.)v. 40,0) eta HERR p KR dp HR. MW 
dp(FKE)p 就 是 相应 的 非 零 权 疝 量 . 
(1. 84) 式 用 表示 的 性 质 和 Weyl 基 的 性 质 经 计算 即 可 得 到 ， 
现 计 算 如 下 : 
det Hdp( Ev 
= (dpCH)dP(E) — doetE det vs 
+ dplE dp Ct yv, 
= de((H.£, Dv. + oC de Ev. 
alH ydp Ens + e( Ade tk, Va 
= (w+ a) CHodp EUa (1. 85) 
现在 设 wy Æ p 的 所 有 权 potepa 中 序数 最 大 的 权 , 称 为 表示 
P 的 最 高 入 ,vw 是非 零 的 最 高 权 向 和 量 , 则 对 任意 的 a€ 2, ,wo 十 a 者 
不 是 表示 p RI. E. SOAR A 
dp(E,v, = 0, a€ F. (1. 86) 
由 特征 的 定义 和 (1. 82) 式 ,可 得 到 连通 紧 致 李 群 HAR 
酉 表示 (po,V) 及 其 特征 如 下 的 性 质 : 
(DO 特征 是 G 上 的 中 心 函 数 , 且 限 制 在 G 的 Cartan THT 
上 ,特征 是 Weyl 群 对 称 的 三 角 多 项 式 . 
设 是 G 上 的 连续 函数 , 且 对 一 切 x、yEG, 有 
fizys) = f(y) (1. 87) 
Hm SG LHP eR. AG LEBER. fe 
由 它 在 G 的 一 个 Cartan 子 群 卫 上 的 值 完 全 确定 .T CRA 
关系 由 Weyl 群 决定 ,因此 在 了 上 是 Weyl 群 对 称 的 , 即 
fup = J, «EW (1. 88) 
对 一 切 sEW MteT AM. 
由 特征 药 定 习 , 表 示 的 性 质 各 迹 的 性 质 , 即 得 到 特征 是 中 心 函 
数 . 而 由 (1.82) 和 (1. 88) 式 即 得 到 特征 是 Weyl 群 不 变 的 三 角 多 


I 
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项 式 . 

(2) E ow Ra Co. VORA. WIT — UI coe Wow) MBER 
示 p AAR. 

由 Weyl $F se RAE AEM. A 9 Ay Weyl ÆA. 51) SR fF ia 
SMS. A] RAGE G WY Weyl 群 的 元 均 蚌 由 GG 中 适当 的 元 产生 
的 G 上 的 内 自 同 构 , 它 的 微分 就 是 AdG 中 的 一 个 有 限 子 群 . 

同 在 复 半 单 李 代 数 的 根系 性 质 42? 中 所 作 的 一 样 ,可 用 (1. 47) 
式 定 义 的 8 上 的 C 不 变 内 积 BC+, GD FARA we Sl 
BRA b ALA pCO +H, Ch. ELAM HES 有 

HCA) = BH, H) (1. 89) 
恒 成 立 ,由 此 可 定 羡 9 上 的 内 积 
BCA) = BCH, H) 
及 定义 Weyl REE 5° 上 的 作用 
oA CLH) = Bt6e(H,).H), Y HEH. 
Weyl $77: 7.6 A 5° 上 作用 的 相互 关系 是 
alt= efexpH) = exXpt H), 
OCA) = or oH). (1. 90} 
因此 由 (1. 82). (1. 88) 和 (1. 90) 式 可 得 
X metn = S mere 


k=] k=] 


对 每 个 EW 和 一 切 Eb 均 成 立 . 因 为 上 式 中 的 al, 
sR MT eco 一 1,2, ,5 是 卓 上 的 一 组 线性 无 关 的 
AA AEGA ck 等 于 某 个 后 ,否则 ,上 而 的 等 式 就 不 成 立 . 这 
就 证 明了 (2). 

T 的 不 可 约 丁 表示 的 权 又 称 为 上 G 的 权 , 它 有 如 下 的 性 质 ， 

Cl) Eh EC HRA RA US RHE: WAT AGexp ‘ef 
,存在 整数 ,使 下 式 成 立 : 

wl) = Ska, AC exp 'e ÑB. C1. 91) 

BAT 的 不 可 约 酉 表示 必 为 形 如 e ”的 8 上 的 函数 ,由 1.3 

中 的 (1, 53) 式 , 即 得 {1,91) 式 ， 
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(2) F o Æ G HAR. RS EW oe) G 的 权 . 

因为 了 是 了 上 的 函数 , 则 fe BET 上 的 函数 . 

(3) 支配 权 .G 的 本 对 个 G: 

在 8" 中 取 定 一 个 字典 序 , 考 察 由 (1. 91) 式 定义 的 避 的 权 , 称 
G 的 权 o 是 一 个 支配 权 一 一 是 指 对 一 切 的 ge 皇 丈 ,有 下 式 成 立 : 

w= giw), a C W. 

G MPT SAAR RSI CR GH G HAH. 

oCh GC HRA EAE: 

(i) o HEA. 9DR AMG 的 权 ， 

GD 对 每 个 素 根 aE HH,2B(tw,a)/B(ta,q) 均 为 非 负 整数 ,这 里 
BOs. EO AD REM Ho ELH CG HEAR. 

6° 中 正 根 CCl REARS. EMH 

S.E) = E — 2?B(€,aa/Bla,a).éFé Ch". (1.92) 

由 51. 9290, G), (ii} 是 支配 权 的 必要 条 件 是 显然 的 . 对 于 充 
分 性 , 需 证 明和 更 广泛 一 些 的 内 容 , 由 下 面 两 个 引 理 给 出 : 

501.8 Bott CAM, WHR o,28(w,0)/B(a,a) 
必 为 整数 . 

证 明 ee SR oH ix. AX KR HE 
代数 , 它 对 应 着 G 的 三 维 子 李 群 C,, 它 的 复 化 就 是 复 三 维 单 代 数 
0a 因为 ww 是 GG 的 权 ， 所 以 它 必 然 是 G; 的 权 ， 对 应 于 5 的 基 
(1.94) CUS 1. 4.6 小 节 },G; 的 李 代 数 的 Cartan 子 代数 中 的 
任意 一 点 iH 可 表示 成 

iH = AGH,), H, = H,/Ba,a), 

其 中 4 是 实 变 元 ,从 而 

eit) 一 PUB 人 sm Blea) 
是 Ci 的 权 在 由 (1. 94) 式 给 出 的 6 大 之 下 的 表达 式 . 因为 G 的 尾 
意 一 个 权 必 为 @ 的 某 些 有 限 维 不 可 约 丁 表示 的 权 , 由 命题 1. 15 
Cin 1.4. 6 小 节 ) 即 得 

2B(w,a)/Bla,a) 

必 为 整数 . J 
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记 T= {a ra} A a A) Fa FR Sy ttt Sy FE a) tt 9, 决定 的 
RA. UA 
引 理 1.9 i pEb MH EW peo (ON RT EER 
件 是 
2B pa) BCe) 0, R= 1.2.0 od, Ci. 93) 
证 明 Aa. 92) 式 ,必要 性 显然 . 及 之 ,说 (1.33) 成 并 ;因为 
Weyl 群 由 Si,… ,5S, 生成 ,所 以 每 个 szEW 可 表示 成 
a= Si 5,03). 
HP o WIR BEY k. 
xt o Ws BEE VE 4 k= 时 ,由 于 (1, DA ee 
aiu). WE R=1,2.° 傅 题 成 立 , 当 天 一 如 十 1 时 ， 记 一 可， 
P =S, SA 
S,(O= y — 2B uapa B prap) s 
aos d (ue) — 2B¢4,4,)0 (a,)/Bla,.a,), 
a (e220, 4K EE AF BN Goo’ 0. 而 由 归纳 假 
Bo (<a ML op. 
E of (a,)<0, UAE FETE BR an Onam) ,使 得 
T' (a) = S, oS, (@,) = @ T= Dd, 
d =TS,T". 
否则 ,由 素 根 决定 的 反射 S; 仅 将 a 变 成 一 ;而 将 其 余 正 根 变 成 
正 根 这 一 性 质 , 与 ww Ca, <0 产生 矛盾 . 
由 T (as 一 ww .可 得 
T'S, ap =— a, = S; (a, ), 
即 
I'S (CT Ca) = S, Ca). 
注意 到 Weyl 群 元 是 根系 工 的 置换 群 , 且 由 它 在 王 -上 的 作用 完全 
决定 , 即 o€ 到 .oC(5,) 中 的 元 是 由 互 不 相等 的 根 组 成 , 土 x 中 必 有 
且 只 有 一 个 属于 oaol). RSH esic ,就 可 得 知 它 只 将 一 个 正 
根 变 成 负 根 ,将 其 余 的 正 根 均 变 为 正 根 ,这 束 证 明了 
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T'S, (T') |= 5,, ETS, = ST. 
从 而 得 到 
a = d'5, = TS, T'S, = TT". 

即 o FE—ME BEA m—1 的 Weyl 群 中 的 元 , 由 归纳 假设 , 必 有 ee 
old. ATS k= mtl 时 引 理 也 成 立 . 证 得 引 理 1. 9 为 真 . | 

对 上 面 的 证 明 稍 胡 改 动 , 即 可 得 到 若 (1. 93) 式 中 的 ! 个 数 全 
大 于 零 , 则 o 非 重 等 变换 时 ,就 有 

u> oth), 

Mim AS o, 40. BA 0, (4) x0,C). 
1.4.5 三 维 单 代数 的 有 限 维 不 可 约 表示 

记 8 HEH SAM. EB Weyl 基 是 H., E, 和 E-a a> 


0. 会 
— — [2E 
H = H./Ble,a)}, = Ba gE 
E_= |E (1. 94) 
— Bla,a) — gt $ 


则 9: 在 这 组 新 基 下 的 结构 公式 是 
[HE, = E, [H,E_]=— E, [E,,E_] = 2H. 
iE (Co. VE Gs 的 一 个 有 限 维 不 可 约 表 示 A g; 的 Weyl 群 
由 关于 源 点 的 反射 生成 ,所 以 者 严 是 2 的 权 , 一 普 也 必 为 吕 的 权 . 
ASO 为 表示 人 po,7) 的 最 高 权 ,uw 是 一 个 非 零 的 权 向 量 , 由 1. 4.5 
小 节 的 (1. 86) 式 ,有 PCE, )u,=0.4 
toy PLE Je, ten = PCE YUrt", 
Ve PLE vs C1. 95) 
FA C1. 85) 式 的 方法 计算 并 用 归纳 法 证 明 , 可 得 
PEL vu, = (A — mk bm t+ lenis 
PLE eth _ ju, = + D p HHY 


由 此 可 得 pCE_ v4 一 0, 面 有 必 为 非 负 整数 或 半 整 数 , 即 k= Fn 
a=, 1,2,7 
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这 就 证 明了 如 下 命题 : 
命题 1. 14 设 4p,7) 是 0 的 一 个 有 限 维 不 研 约 复 表 示 :, 则 存 
在 非 负 的 整数 或 半 整 数 &, 使 得 Y 的 复 维 数 是 路 十 1, 且 可 在 Y 中 
选 一 组 基 : 


人 


司 下 列 诸 式 成 芯 : 
oH vu, = MUn = kyk — lee, — À, 
PLE _ Yun = Un- = A,R — l;t, l — À, 
PCE, Un = Ch m) + om + lwaye (1. 96) 


m = &— l, — Ry 
PCE ov, = 0, pE Jv = 0. 
其 中 大 称 为 表示 p 的 最 高 权 , 因 此 的 两 个 表示 等 价 当 且 仪 当 它 
们 的 最 高 权 相 等 . 
反之 , 若 给 了 一 个 非 负 的 整数 或 半 整 数 , 则 由 (1. 96) 式 定义 的 
gs 到 gl (VO 中 的 线性 映射 p 就 定义 了 9; 的 最 高 权 为 六 的 有 限 维 不 
可 约 表 示 . 
由 命题 1. 14 容易 得 出 如 下 命题 ， 
命题 1. 15 i VO g 的 一 个 有 限 维 表 示 I. 94) 
式 给 出 的 9; 的 基 ,mw 是 一 个 权 为 7 的 权 向 量 , 设 p,q 是 非 负 整 数 ， 
使 得 
pE, yu, A0, SSR, 
p(E_ Yu #0, l&<s<p. 
但 是 
P(E Tv, = 0, PEY vw, = 0, 
WW 2r=p—g. 
14.7 紧 致 李 群 上 中 心 函 数 的 积分 公式 
由 命题 1. 12, 需 要 具体 计算 紧 致 李 群 上 的 中 心 函 数 的 积分 ， 
即 在 映射 
G/T XT — G, (yi) — viv! (1.97) 
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之 下 来 计算 局 的 Haar 测度 . 
RG HTB ARR RES RAY o AEN 
p 是 很 多 的 , 则 p(x) 是 G 上 复 值 函数 的 阵 , 令 
lr) = ptr) ‘dp(ry, 
刚 8Cx) 是 G 上 的 左 不 变 1- 形 式 的 共 组 成 的 兴隆 ,从 而 
ds? — Trid(x) + $Cr)') 
Bike G LARA AY Riemann E E. 
ERR. 97) 之 下 取 x 一 %y 进行 计算 ,可 得 
dalr) = (dely)) + ett) + eCy"") 
+ p(y (dele) © pty ) 
+ p(we@dply'). 


因为 
daty J=dpcy) 

=— oy dey ely"), 

这 就 得 到 
lr) = plz doir) 
= oye DdC(ye(Opcy t) 
十 pCwd@ecy ') 
— plyty ey). 
将 y A Weyl ÆR H: 


y= exp( Dye. -+ Su, GH») 


ie Âr. = — ro] ee E EMI. WAS 
ly = ply Ddety 


= > dr.p(E.) + Sdu pH). 
k=1 


ze 


i= exp > A, GH,) =exph, REH, 
k=] 


就 有 
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S(t) = > dhe), 
上 一 1 


et pC ED ptt) = ae" t ol E). 
在 上 面 运算 中 心 的 表示 2 的 微分 是 李 代 数 8 Has RICA p» 
它 自 然 地 复 化 为 8 的 复 化 的 表示 ,由 此 可 得 


B= p(y) Dye" — Ddr lE) 
we È 


+ > ;dsoGE Joo). 
a= 1 
4 By IH, s aiff, Aas Ao HE > 为 q ay ET HE E S ET, 
oGH D), oGH ,OCE,) p E-O ATAR TrXYOBERAS 
长 的 ,从 而 忽略 常数 因子 ,得 到 
ds 一 Dole" — 1|drdz, + >) (dh.): 
als 


t=] 


= 2> le" — 1|*dadz, + >) dh. 
k=! 


a 


注意 到 dras dus tidussu,sv..0€ X 是 独立 变 元 ,而 之 sdx.dz 是 
G/T h G 不 变 Riemann 度量 ,从 面 可 得 
dr = | | le” — 1l:dhdtyT). 


这 里 省 略 了 常数 因子 ,dh ÆT ERJ Haar 测度 ,dty7T) 是 G/T 上 
的 G 不 变 测 度 . 


由 恒等式 
je? 4 |? 一 | ee — p itet) 2 
令 
Dth) = Į [ere — 已 一 二 < | ， (1. 98) 
ai 
U G EB Haar 测度 就 等 于 


dz = |D) | dh dCyT). 
AR OHO. 54) 式 定义 的 Cartan 子 群 了 在 6 上 的 积分 区 


58 第 1 章 引 $ 
i. |QiRas Q AERA, |W | 表示 Weyl BAUR d(yT OR G/T 
Ego HER EM RE BD BERG 1 dA ET LARS Q LAR 
氏 测 度 , 则 在 取 G 的 规格 化 Haar 测度 时 ,G EAS BUD a ae EG 
上 的 积分 就 为 


| finde = Wool 
这 已 变 成 普通 的 欧 氏 积分 了. 
RA DARA +a BE EM: CAE Weyl PEHI he RT PRA 
数 . 设 S; 是 引 理 1.9 PRR a REM RN. 1.2.9 TPA Weyl 
PHHH, S, BFI a; Ta, MHA IER ERIE MwA 
DCS;CA)) 


— | [| eid — e gas aD | 
ar 


一 1 [lero — en Ten) | 

=— Dh) = detS; DCA), 
AF detS, 表示 正 交 变换 S, 的 行列 式 , 因 Weyl 群 的 任 一 元 5EW 
区 可 吉成 若干 个 Syste nS; By FR. MA iit a: RE — YY ow 均 有 下 
式 成 并 : 


| fexph) | 五 (起 712 下。 (1.999) 


Dia(h)) 一 dete D(A). 
14.8 反对 称 三 角 多 项 式 
设 
Ph = >) Cer, 


有 限 利 


HHP Eh , 则 称 P(h} 是 8 上 的 一 个 三 角 多 项 式 , 其 中 a 称 为 
PUD HR. E PEE ATI Ii EW 有 
Plah) = detoP(h), 
WA PAA EMT RAE AF BAK. 
引 理 1.10 2 PCA PIES HM R= ASMA jE 
入 是 天 人 的 权 , 则 对 一 切 EW yo (ps HO PCA) ORR. 
证 明 设 
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PCR) = Ste, 
其 中 PCR DEAR p siest + Me RATS Ws P(h) 反 对 称 ,得 
P(A)= detoP oth)) 
= > \deteCieween， 


eer] 


Er 
= > detaje me% 


k=] 


IX PRA (tao set pan) EF a Ca da t o C | ERAR A BS ce 是 
PCA BRL M oC BE P ORJA, STRAY cE W HIRA | 
RH=la, a ERRER GERE 6 RBR nS 
bn 称 为 一 个 支配 权 , 是 指 
2B (mot, ) /Ba oa) Oy, R= Led eter eds 
而 称 mS — PO XG 
2BC4,a,)/Blay a) > 0, È = lt, 
3| 理 1.14 设 A 是 支配 权 , 今 
Ph) = > detoer, 


sEW 
则 Pi 是 一 个 反对 称 的 三 角 多 项 式 , 并 称 Pt 有 8) 为 一 个 基本 反 
the RS HA, 
证 明 由 于 
Pla(th)) = N derger o vu» 
JEW 
== ie lytA) 
= 2 dette 


=~ ,， -1 
= deta > det (e~'pe" Renin? 


re 


= dete > detye' te? 


= detoP,(h). 
Mitt P.GOW R= fA SK. i 
引 理 1. 12 任 一 反对 称 三 角 多 项 式 必 可 表示 成 有 限 个 基本 
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反对 称 三 角 多 项 式 的 线性 和 . 
IA E PERRA EAOn’ 是 
POOF EE EAA R A A, E POPR 
Cent ,ee em, 
则 有 
P(h) 一 >. P, th) 


的 支配 权 只 有 委 . 由 引 理 1. 10, 得 上 式 便 等 于 零 ， R} 


POh) = SOP, A). l 
5121.13 Æ a LMR (REP Re AC. WoA 
P,Ch) = 0. 


证 明 设 
PAA) 一 2D derse’ ee, 
因为 & 不 是 严格 支配 权 ， 则 必 存 在 正 整数 ROSAS), EB 
2B p,0)/ Bly.) = 0, C1. 92) 式 得 
SiC) = ffs 
及 而 得 到 oS, (0 =G. 由 于 已 (为 反对 称 三 角 允 项 式 , 故 可 
得 
— P(A)= PSA) = > jdetaetr su 
coy’ 


— > } det gente) ca} 


ce W 


= > detS,det(S,aS, detSe% Om 


we W 


— > det (5,05, ye! Stow ; 


re 吧 


因为 a>S.oS, 是 WW BB. AeA Ewe 
— PA) = > jdetaeor™ = P(A). 


se W 
即 得 
Ph) = D, I 
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引 理 1.14 设 产 是 久 中 的 严格 支配 权 , 若 对 任意 的 0.02, € 
W, $ aon H EA oloo l) jE G HIRR. MA FRR 
立 : 


THT TT a PoC? lah = 1 
证 明 因为 
IPR) — > deraeO S detye — 
re W EW 


—~ |W | 十 > det Capel ner ， 
rp 
从 而 得 到 


wr grl, LPG | dh 


-一 o d ee | italy — ap oa 
i+ > W]e giten] e dh. 


ope 


因为 oA BTL ol 一 FED 是 G HERR AME Q EX Ra 
DAF. 这 就 证 明了 引 理 . I 
引 理 1.15 (1.98) 式 定义 的 DODI RAR 
Dh) = > deto ®® = Ps(h), 


其 中 旨 是 全 栖 正 根 之 和 的 一 半 , 即 
1 
必 一 pa 


证 明 1. 9 UR. 
Dh) 一 eiti) + Hgm, 
RRM AAA FESO A ee EH a g, H 
下 一 5 Dea, é&,=t1, 
且 至 少 有 一 个 & 二 一 1; 则 必然 不 是 严格 支配 权 . OS Oo, MR 
根 a; 诀 定 的 反射 S; HITE. BT 4G 5,(d)=d—a,, 


但 由 (1, 92) 式 有 
Sd) = 38 — 2Bd,a,)a,/B(a,,a;), 
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从 而 有 
2BC8 a) /BCa,,4) = 1, = 1.2508, 
BU 3 是 严格 支配 权 ， 
AAA 的 表达 式 , 必 有 一 5 一 v ,其 中 vw 是 千 干 个 正 根 之 和 .由 
素 根 系 的 性 质 (3), 可 得 


v = 之 ma 
是 素 根 的 非 负 整 系 数 项 的 和 ,因为 
BG) = S m BO, ) > 0, 


PRA RAE FRA SAS EE 
m,B(v,a,) => 0, 
文 因为 正 根 均 为 G 的 权 ,; 从 而 
By ao) Bm, a,) 
为 正 整 数 , 于 是 得 到 
2B p,4,) / Bla, a) 

= 2?B(d,a,)/BCa,.a) — 2B(v,a,)/B (a, ,a,) 

= ] — 2B,a,)/BCay,a) & 0. 

这 就 表明 了 Dth) 一 Pth) 蚌 反对 称 的 三 角 多 项 式 , 且 不 含有 
严格 支配 权 , 由 引 理 1. 12 和 引 理 1.13. AP AY EAS. HS 
DD = Psth). l 
14.9 监 致 李 群 的 不 可 约 酉 表示 及 其 特征 

设 6 为 紧 致 连通 李 群 如 的 一 个 不 斌 约 酉 表示 ,由 (1.827 式 ,pp 
的 特征 在 G 的 Cartan FBT EME 


XY) = X(exph) = Dome, 
ex | 


Hem (2=1,2.> DEELER, wee E p 的 所 有 互 不 相等 
HM. de 是 p 的 所 有 权 中 排序 最 大 的 那个 权 , 它 的 恒 数 记 为 
m UK wo ERT HART pp 的 最 高 权 . 显然 ,wo BC 的 支配 权 ， 
BN wE G. | 
GMi.i6 设 避 是 一 个 连通 的 紧 致 李 群 ,是 如 的 以 四 为 
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RERE DAAR A ow HER m= 1.0 的 特征 Xo (a E 
G 上 的 中 心 沙 数 , 在 的 一 个 Cartan FHT E, EST 
Xu, = X (exph) 
> detoei er Om 


e n 


7 > detae™ tA) 
[r 


HPW EG h Weyl H deto 是 正 交 变换 oEW 的 行列 式 ,5 是 全 
体 正 根 之 和 的 一 半 ， AED,bD 是 T 对 应 的 Cartan 子 代数 , 且 r= 
exph. 

证 明 由 命题 1.12 A. SD RAS 


1= | 1%, (2) ldz 


= THT gil, Xe RPA) |DO) |’dh, 


其 中 DO =P MEE MR= ASR, 
Pih) = > jdetaei™ 


sew 


因为 Xe (exph) 是 Weyl BT Pre) = AETA, He 加 (expr) 
Dh RET ATP = BAM, SF 1.12% a Hp WH 
商 权 ,可 得 
Xu, EXPIDA) 一 moP. sh) 


十 PaPa, 


AFP, (1 是 基本 反对 称 三 角 多 项 式 ay ,wm 是 表示 P 中 互 
不 相等 的 支配 权 . 
AAcCW 是 根系 王 的 置换 权 , 当 不 是 恒 等 变 换 时 , 它 必 将 
某 些 正 根 变 成 负 根 ,而 将 另外 一 些 正 根 仍 变 成 正 根 , 认 而 有 
a(d) = rv, v0, 
VET EAR 2 Al y= 0 BY ESP o HSER, AM. Yo, 
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TEW, H ao ifo (on (OUBEL EHS RBM. 
AARE GAJE, Ao , C0) 0 (COCO DEG FR, A oso. 时 ， 
aiae COORG TESA. ATT T BA BY 24 Be ea TE eK 
RR 4 0, (8) —0, (8) 40 时 


| enoaan = 6 
因此 就 可 得 当 Lijm, izj 时 
| Parah Ps salh dh = 0. 
XAN o =l em eM ACLS 是 严格 交配 权 , 所 以 a +d 
CR= On], e+ en EQ a Se AC AR. 由 引 理 1. 14 即 得 
[Passed dh = [W] + IQ], k = om 

从 而 可 得 

i= | [tao {dar = m + > la, |*. 
因为 m 为 正 整数 , 故 只 能 是 


my 一 l, a) 5 a; eo Ha, = 0. 
从 而 证 明了 命题 . | 
命题 1. 17 设 (o,Y) 是 连通 紧 致 李 群 C 的 以 mm 为 最 高 权 的 
不 可 约 丁 表示 ,d。. E V 的 复 维 数 , 则 有 
da, = [[ Bt, + 6,0)/ TI5ce,o， 
证 明 因为 
da = Tre) = Xu Ces 
由 命题 1. 16 ,只 须 计 算 下 面 的 :0 时 的 极限 
Xu, (exptH;) = Pare tH a) /Pett He), 
注意 到 
ow + OUCH) GEH a +s)) 
= oH ota) 


从 而 可 得 
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Xu (expel e) = P,QH. 46)/PsGiy). 


因为 Peh = Dh). 1. 98k, ER To ERA 
式 , 将 每 个 因子 展开 成 医 级 数 , 约 去 共同 的 上 的 因子 再 今 10 
证 明了 本 命题 . | 

综合 以 上 讨论 , 达 通 紧 致 李 群 不 可 约 丁 表示 等 价 类 由 其 最 高 
AK coy 唯一 决定 ,其 特征 公式 和 表示 的 维 数 公 式 也 已 得 出 , 且 wo 是 
G 的 支配 权 , 即 wo€ G, 上 反之 ,对 每 个 4€ 如 ,是 否 存 在 一 个 以 4 为 
最 高 权 的 不 可 约 本 表示 昵 ? 回答 是 肯定 的 ; 见 以 下 命题 ， 

命题 1. 18 ”对 每 个 AEG ,必然 存在 一 个 以 4 为 最 高 权 的 G 的 
有 限 维 不 可 约 四 表示 . 

这 一 证 角 较 长 ,也 较为 复杂 ,读者 可 参考 本 书 人 参考 文献 [51, 在 
此 就 不 给 出 了 . 
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15.1 紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空间 上 的 Fourier BR 
设 G 为 连通 的 紧 致 李 群 ,C 是 G 的 本 对偶, 对 每 个 4E GR 
一 个 如 的 以 4 为 最 高 权 的 不 可 约 本 表示 2.) ,di 是 表示 pP 的 维 
Rok p; 的 特征 ,由 紧 致 李 群 的 表示 理论 ,对 G 的 每 个 
Cartan TH T, bA — A4 CH BEBE (zy 使 得 (TOR 
角 酉 阵 . 对 这 样 的 p(x), 记 
alr) = (wo Cx)) Ern pid," 
aD = (22) renee, = Cea), 
则 由 命题 10、 命 题 11 Peter-Weyl 定理 ,函数 系 
le (x), ci 雪人 ECG (1. 100) 
是 L(G) 的 完备 标准 正 交 函数 系 , BMPR GC 上 可 积 滞 数 按 这 组 
基 展 开 ,就 得 到 了 Fourier 级 数 . 
H ELGO dr ÆG 上 的 规格 化 Haar 测度 , 置 


A= | (Di dz, (1.101) 
tr 
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Cf) = | face ida = dif. (1. 102) 


FRA SARER, COH fA Fourier 系数 矩阵 , 则 SE 
LCG} Fourier 级 数 是 


Fea) 一 >) TAONE) 
ice 


= >) 4,Tr¢ fi px)) 


ace 


= 2a bi f(x). (1. 103) 


在 (1. 103) 式 中 给 出 seme Les Fourier 级 数 的 三 种 不 
间 表 达 方 式 , 它 们 分 别 有 不 同 的 几 处 . 对 于 第 二 个 表达 式 中 国 数 的 
卷 积 ,将 在 下 一 节 中 给 出 定义 . 

设 M 为 连通 的 紧 致 齐 性 空间 ,G 是 M 的 等 度量 变换 群 的 连 
Hoe, A CM CATER A. K E M E o RRS 
群 , 对 ES 及 的 以 1 为 最 高 权 的 不 可 约 丁 表示 Cc). E 


I= | o,(k)dk, (1. 104) 
E 
其 中 由 是 天 上 的 规格 化 的 Haar 测度, 再 令 
W={AEG,HL40 5}, (1. 105) 


Me M 的 盏 对 偶 . 
“4,540 时 ;表明 了 aŒ K ERR A OK 的 恒 等 表示 , 由 
表示 的 性 质 , 可 选取 这 样 的 pi(x); 使 得 
一 diag (ly,]1 .0,… :0)， 
并 称 这 样 的 p; M h 为 标准 的 . 
AO. 59) 式 定义 的 MSPOG, mop(m HEN. aE 
FR Pa 的 维 数 , 置 
Tin) = pp tml, 
eon) = et pm} i, 
= d? T(m) = (ebm)), 
Hem) = Trl), Ga). 


C1. 106) 
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则 当 对 所 有 的 AE Mp, 和 五 均 为 标准 时 ,函数 系 
{es mm) Kid Hei(m) #0,AC M} (1.107) 
是 L CMP — 28 5c Pe Pr ME IE 22 PR. 
对 FE LCM), S 


f= | fon) T OmY'dm, 


Cif) = | fem) nimy dm = d? fi, 


其 中 dm 是 M 上 规格 化 的 G 不 变 测 度 . 并 称 RO MR aE, 
QDE f P) Fourier 系数 定 阵 , 则 二 的 Fouriet 级 数 表 示 成 
flm) ~ >) TriCi(fPe(m)) 


eM 


= >) dTr( hT) 


P, 
lc M 


= >) dlt f On), (1. 108) 


wh 
Ae Af 


其 中 卷 积 的 定义 也 在 下 一 节 给 出 . 下 面 先 对 在 (1. 106) 中 定义 的 
M CR Re Ti Om Segond Vi RR Y On) tE — EL. 
首先 ,Haar 测度 dè 有 如 下 融 知 的 性 质 , 即 对 任意 固定 的 a、 
bE KM RMH REK. A PRR: 
d(akb) 一 dk,dk- = dk, 
册 些 可 作 积 分 的 变量 置换 , 即 


| Flakbjdk = | Ftakbjd (aks) = | S(&dé, 
K K K 


| ft- Ydk = | fede = | fdk. 
A kK E 


由 Haar 积分 的 上 述 性 质 和 西 表示 的 性 质 p(x) =pl) A 
易 证 明 下 面 的 引 理 ， 
引 理 1.16 BLA. 104) 式 的 定义 , 则 有 
R=, =h, Wh = h, lia =I. 
册 此 引 理 即 可 得 :对 任意 的 zEG 和 有 和 五 ,有 
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arkli, = mirdi, 
ER. i z—pOnde RA 
MLH = mlm, = Tim) 
由 后 者 唯一 确定 . 特别 当 p; 和 了; 均 取 标准 形式 时 , 设 工 的 主 对 角 
线 上 第 1,2,-…,s RAAL rtl .di 个 元 素 为 零 , 刚 olr) 
I 的 第 s 十 1,… sh 列 元 素 均 为 零 ,而 第 1,2,…,s 列 的 元 素 仍然 是 
u(r) (Sys). 这 样 得 到 的 sxe + G LH AA EE E ES 
MARI SER RE K 和 EC 有 
u Crk) = uile) l js 

HS. 

通过 M DSS RE AEE GER ET SELE Xt 
一 个 下 EL(CG), 它 定义 为 

F(z) = f(r +o), 
H F EKAA ATHA RESE TEMRE. A — U EGA 
REK, & 
Firk)} = Fir) 
ERX. BZG 上 一 个 天 RE FELG MME TY 
个 fE LM) ,适合 
Tam) = F(p0m)).m © M, 

当 取 M EAS G ABM RE dm SHREE, H K AGEE 
取 规 格 化 的 Haar 测度 时 ,就 有 对 于 fEZLCMD 和 FREELIG) 是 天 右 
不 变 的 ,有 


| Cm) dm =| Fir- dz, 
M G 


| Forde = | FCplm))dm. 
GC AY 


成 立 . 

由 以 上 的 讨论 和 上 函数 系 (1. 100) 的 标准 正 交 性 质 , 可 立 
即 推出 M 上 的 一 数 系 (1.107) 是 标准 正 变 的 . 而 它 的 完备 性 就 变 
成 为 在 C 上 对 应 的 函数 系 对 于 K 右 不 变 平方 可 积 末 数 是 完备 的 ， 
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RÆ. 100 L(G) a Sc BER BA AA fe EG 
中 的 非 零 的 Fourier 系数 就 等 于 在 以 中 的 对 应 的 Fourier $ 
ve 
在 1. 1068 4 AY PAPE 加 (mm 还 具有 如 下 的 性 质 : 即 对 一 切 的 
REK 和 了 后 邮 , 有 
. Klk m) = 2,07) 
恒 成 立 . 这 由 引 理 1. 16 和 矩阵 迹 的 性 质 即 可 推出 . 
若 ELZLUM), 且 圣 多 除去 一 个 零 测 集 后 ,对 一 切 的 天 E 天 和 
meM,A 
FUR +m) = fn) 
ER M RAK 不 变 的 ,其 全 体 记 为 be (MM, 
4 f€ L(M), H f & Fourier 级 数 是 
Fon) ~ >) adn), 


m, 
AE M 


其 中 a ERR. SRAME SHR RRRA LM) , 则 显 
然 有 
LCM T hxt(M). 

ERIRE, E IE. 
1.5.2 MRAA Fourier BR 

在 李 群 上 有 玫 群 的 乳 法 自然 可 以 定义 卫 数 的 卷 积 ,但 在 紧 致 齐 
性 空间 上 ,利用 等 度量 变换 群 来 定义 孙 数 的 卷 积 ,是 以 往 的 研究 中 
未 曾 考 处 这 的 .例如 在 R 中 的 单位 球面 S* 是 一 个 标致 齐 性 空 
间 , 在 以 往 球面 上 的 调和 分 析 研 究 中 ,就 未 曾 用 过 卷 积 这 一 方法 . 

BSA h ELG, ENN BRE RH 


fix f(x) = [We Gn f dy 
= | fi ftry Ddy. (1.109) 


BASE LOD EMH ELA 
Ji * Jam} 
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= | | f. (ken «mf, (adn, (1.110) 
Aw M 
其 中 记号 的 售 义 是 : 


nem pa mm nism = pin) .+m, 
上 面 定义 的 卷 积 的 Fourier 系数 有 如 下 的 性 质 : 
51481.17 设 太 .PELCG), 则 万 * 太 EL ， 且 对 一 切 的 
AECG 均 有 以 下 的 等 式 成 立 : 
Chi x fo = AMA. 
引 理 1.18 i An AE LM) M A fe LO), 且 对 一 切 的 
AEM 均 有 以 下 的 等 式 成 立 ， 
CF AM = Cf Cf NN. 
引 理 1. 17 的 证 明 KAER G 上 的 Haar 积分 有 以 下 性 质 ， 
对 任意 固定 的 a.5EG 和 ffEL(G), 有 
| ezeydz = | Faz. 


用 Haar 积分 性 质 和 Fubini EE. eA eR A x f; 的 可 积 
TE. 计算 fif: 的 Fourier x 


Cf, « ft = [A x f(x pla de 


一 】 


E ARA Cy alfa (wdypia dx 
E ME TIDL 27D Nay dady 


= i pla del S, (Way dy 


= (fey. 
引 理 1.17 得 证 ， | 
引 理 1. 18 的 证 明 ” 紧 致 齐 性 空间 M 上 积分 有 如 下 性 质 :对 
任意 的 xeEG 和 feELCGWY), 有 以 下 等 式 恒 成 立 : 


| fa *midm = | fm)am, 
其 中 dm Æ M EWJ G 不 变 测度 . 
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fix f: 的 可 积 性 仍 由 M ER G ARRATERA Fubini 定理 
得 到 .计算 f, a 的 Fourier 系数 


Cf, # f= [A x f(m) TiGny' dm 


=| | | fGen em) 


X fnjdnde T Onay dra. 
因为 
Tih en +m) = Tinay oe) otk, 
Ait a] 46 2E et A 
n*o =k" p(n) tem, 


HH xn id uw + 0, 即 得 到 
Ke fi) — | fom) Tica) dm 


x | | Fn p, CR) 2, p(n) )dndk 
A M 
= | Aim) TCm) dm 


x | in) T,(n)'dn 


引 理 1.18 得 证 . | 
1.5.3 ube Ree)” Meee 

在 紧 致 率 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 中 ,中心 函数 类 起 
着 重要 的 作用 . 在 紧 致 李 群 上 上 ,有 如 下 引 理 ， 

引 理 1.19 车 SEL (CG). Mxat— ace WA 

Ía = aa (1.111) 

其 中 aOR, 132d, RKE. 反之 ， 若 对 一 切 AEC， 
CL. 111) 式 恒 成 立 , 刚 FE LG). 

在 紧 致 李 群 上 ,LG) 到 L(GY 上 的 投影 算 子 可 具体 写 出 来 ， 

引 理 1.20 对 SEL(G).> 


H fir) = | feyzy- dy, 
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其 中 dy 是 G 上 规格 化 的 Haar 测度 , 则 2, 是 LON LitG) 上 的 
投影 算 子 . 

对 紧 致 齐 性 空间 M, 若 FEFLCM) ,和 目 至 和 多 除去 一 个 零 测 集 外 ， 
—H REK 和 mEM 均 有 

thom) = fm) 

成 立 , 则 称 f SEF K 为 不 变 的 ,其 全 体 记 为 Le. 

引 理 1.21 对 /ELGD, 令 


Hfmn) 一 | fQ mde, 


Bich dé EK 上 的 规格 化 的 Haar 测度 , 则 I, E LODE) Lx (AD 
上 的 投影 算 子 ， 

ELxCM) 的 充分 必 变 条 件 是 ;对 一 切 的 AE MLA 

ñ= RRALAL 

恒 成 立 . 

称 EEC 为 一 个 中 心 函 数 ,是 指 对 一 切 AE M.A 

fi = afd, (1.112) 

恒 成 立 , 其 中 ail 让 是 一 个 复数 . 

引 理 1.22 KM HRM RATES CHM 上 的 等 度 
ETRS ATED. H GE M E,K EM Eo Ry 
迷 向 子 群 , 则 对 ELGO, S M LOAL MOH 


(HJC 0) = | f(xe)dK ， 


则 五 ; 是 iA) 到 LiM) 中 的 映射 . 

上 面 几 个 引 理 的 证 明 , 主 变 是 用 汪 数 的 性 质 作 变量 置 措 , 得 到 
一 个 常量 阵 的 参 变 元 表达 式 , 再 对 参 亦 元 积分 ,就 可 得 到 所 需 赣 的 
结论 ,复杂 一 些 的 情形 是 在 参 变 元 积分 后 ,再 用 一 下 Schur 引 理 ， 
就 可 得 到 所 需要 的 结论 .这 里 不 给 出 详细 的 证 明了 . 

ERER G 上 的 一 个 三 角 多 项 式 ,是 指 由 它 的 完备 标准 正 效 
ph aN 7A 1. 100) 中 国 数 的 有 限 线 性 组 合 , 其 全 悼 记 为 了 (G). 

与 以 上 对 应 地 , 紧 致 齐 性 空间 af 上 的 一 个 三 角 多 项 式 , 是 它 


=E eer a, 
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的 完备 标准 正 交 函数 系 (1. 107) 中 国 数 的 有 限 线 性 组 合 , 其 全 体 记 
XTM). 

了 TCG} 和 工 ) 的 对 全 空间 分 别 记 为 TCG)* 和 TC(M)'*, JE 
TG)" 的 充分 必要 条 件 就 是 将 函数 系 (1, 100) 中 每 个 函数 对 应 一 
个 确定 的 数 ， 

fieilad>> f2,1<i,j<dy; AEG. 

而 ETAD Pr SC pa BY FE SD Ee ARARA. 107) 
中 的 每 个 函数 都 对 应 一 个 数 ; 

fe lr) > fh, li, jadi; 

(x) EOAE M. 
SCG) AC’ OD RTA OS (Oa SOD ,如果 用 pi 表 
AR BE ee). AT, a ETC)’. Ws FE TOG)" 
时 , 4 


R= FQ). elf) = ath. (1. 113) 
it fET(CM)* H.S 
fa = FT, af) = di f,. (1.114) 
车 存 在 正 数 AM BBG 
Tre AFL) S AJA], (1.115) 


WA FES (GO, ESM) 
RY RPE +. OA a LAG REAR. A 
JA] = (A,A, 
maT JE S' (GA pa BAY Fourier 级 数 是 


5 
f= > Trle(Melz)) 
TIE 


5" 
== > dTrí fier) 


ac 


5 
一 一 > dX Sf. (1.116) 
acG 


而 FES CR X per ay Fourier 级 数 是 
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5! 
f= >) Trtatfretm)) 


ie 


3 my 
=== >) TC fi Ti(m)) 


ae k 


-一 并 dx (1.117) 
Hp eRe MRAM LZ FOR 加 * 卫 是 广义 函数 
的 卷 积 . 
1.5.4 Laplace 算 子 与 Casimir RF 
设 避 是 一 个 连通 的 紧 致 李 和 群 ,4 BC HERR. Be. VIG 
的 有 限 维 表示 ;根据 (1.76) 式 , de VORB 的 表示 . G LARS 
向 量 场 全 体 组 成 的 线性 空间 xX(G) 关 于 同 量 场 的 方 括号 积 是 与 9 
ate. Mitts Voie eh Bm. i XH XCg 对 应 
的 向 量 场 , 则 表示 为 
de: XG) ~ gi(V), X ~dpcX). (I. 118) 
记忆 为 如 上 所 有 的 左 不 变 微 分 算 子 生成 的 复 的 么 代数 , 称 为 
G HJA A ee RK. I AEE XX XO EP TA 
不 变 向 量 场 的 一 组 基 NX, XX. XU HBB 
{Xm — RMX fee Rr & ZS (3.119) 
G 上 任意 一 个 左 不 变 微 分 算 子 SEU, 经 过 向 量 场 的 方 括号 积 交 摘 
下 标的 顺序 后 ,就 可 夫 成 (1. 119) 中 基 的 一 个 有 限 的 复线 性 组 合 . 
FEC HRA COV) MRS de. ) 就 给 出 了 通用 包 络 代数 六 的 
一 个 表示 , 它 将 


S = YW 
表示 成 
dols) = pOROPOY ) e(W). (1.120) 
特别 将 (1. 119 PETE RK 
do( X7) = PCR CX, PoC X ™, (1.121) 


Ea. 1199 FZ) 表示 R 中 的 非 负 整 格 点 集 . 
通用 包 络 代数 的 表示 有 者 更 深刻 的 调和 分 析 的 背景 ,对 紧 致 
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李 群 来 说 , 它 反 映 了 困 数 的 导数 的 Fourier 系数 与 函数 本 身 的 
Fourier 系数 之 闭 的 联系 ， 

引 理 1.23 eX Æ XE 对 应 的 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 若 
FELLO) E RFE LCG) AH — HH ACC ,以 下 等 式 恒 成 立 : 

(Xft = da X fy. 
童 进一步 , 若 ECG, WHEY SEU. 
(SFY = dp Ss) fi (1. 122) 

成 立 . 其 中 daS) He. 120 Re L. 

而 若 FE SG 时 ,SF 仍 是 CGI) 上 的 广义 函数 , 即 S/E 
S'(G) ,这 时 (1,122? 式 仍然 成 工 . 

证 明 由 (1,101) 式 得 


(XF = | aN Car) pCa dx 


= | lim © f(zexpiX) pCa Ydz, 
G ao GE 
RHA IHS L 导数 ,从而 上 式 等 于 
(XA f= imf (fCrexptX) 一 fle) pla jdax 


= lim 4 || Ferena ydr 


j= Ñ 
— [Ima ydz| . 


对 上 面 第 一 个 等 号 右 端的 第 一 个 积分 作 变 元 置换 ,再 与 第 二 个 积 
分 合并 ,得 


(Xf = lim 二 | fæ (o,fexpex ) 
一 pile) pila dx 
= Tp CexpiX) | a f, 


= dpcx) f, . 
FR FR Eo 8 SEA SEAR ARREN E, REAR BY C1. 122) 
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FCAS AR RR. 
半 单 李 代 数 a 的 Casimir BF ERE W: XXa s 
X. Æ 9 的 一 组 基 ,BC* , + E Killing B.S 
g = B(X, X,) = TradX,adX,, 


(g= (g0) 
E p EHER. PE 
ofG) = Dex p(X) (1. 123) 


为 9 的 关于 表示 p 的 Casimir 算 子 ， 则 有 如 下 命题 ， 

命题 1.19 设 Pp 是 半 单 李 代 数 4 的 一 个 表示 , ee 
Casimir 算 了 于 ,; 则 对 和 任意 一 个 XE. A PATER: 

PGIPCR) = pOX YI PG). 

特别 是 车 p 不 可 约 时 ,ptG) 就 是 恒 等 算 子 的 常数 倍 . 

证 明 记 

[XX] = > CX, 
MPR (Ch 18 jk yg 的 结构 常数 . 由 换 位 运算 的 性 质 ,首先 
A C.=—Ci,. mi h Jocobi FA, XA 
> Ch + CC + CC) = 0, (1.124) 


1 和 
苗 然 ,命题 的 证 明 等 价 于 证 明 [ptG) ,p(X)]==0 R= 1,2. 
均 成 立 , 其 中 [，,，* Jj 表示 和 矩阵 的 方 括号 积 , 现 由 
[e(G),pCX,) | 


= > g UXD PX eX] 
ij 
= D g KDP eK) 一 PADAPA) 
= Sog” (PKI LPOKR,) pa] + [ptX,), p(X) lpCX,) } 


= Doe eX) D Cae) + > CapCX I PN))) 
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= D eX DeX HgO + gu} 
LEF Pia 


MRENE Nt E k, ( 3}e"Ch) 是 反对 称 阵 , 则 可 得 出 [pCG)， 
eCX,) ]=0. 注意 到 
ad X, = (Ch), £3; > Sj CAC’ 
百 (8 门 是 对 称 阵 ,所 以 只 需 证 明 
Cem) ( De" Ch) eo = (As) 
是 反对 称 阵 , 但 矩阵 的 系数 是 
Ay= Di 28" CLE ~ 
一 之 /Cl 
一 20h; Che 
对 和 中 的 每 项 前 两 个 因子 用 (1. 124) 式 化 换 , 得 
Sj CLCCL = — ,CCC — 24 CCCs 
= = Ch CC, + CC Cig. 

上 式 最 后 等 号 的 右 端 之 和 在 Cp, k. b) 的 轮换 下 不 变 ， 即 
DiC gate Cp rk EBT RAE ,但 对 于 上 .p 它 是 反对 称 的 ,从 而 
MF pb 人 必然 也 是 反对 称 的 , 即 (A) 是 反对 称 阵 . 这 就 证 明了 ，; 
对 任意 的 一 1,2,…,n, 和 矩阵 (Sle Ch) 是 反对 称 阵 , 这 也 就 证 明 


了 arG) 的 交换 性 . 最 后 由 Schor 引 理 知 , 当 不 可 约 时 ; 必 有 OG 
是 数 基 阵 . | 

将 引 理 1. 23 PHC RRR RRR SY BA Co RT. Si 
H 1. 23 对 非 紧 致 李 群 仍然 成 立 ,所 以 对 于 紧 致 或 非 紧 致 的 半 单 李 
群 ,Casimir 算 子 都 是 一 个 二 阶 左 不 变 微 分 算 子 的 表示 , 对 紧 致 半 
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单 李 群 ,因为 它 的 Killing @ € f. ER Casimir RF p(G) 与 
Laplace 算 子 的 表示 pet) 的 关系 就 是 
PLA) =— ptG). Ct. 125) 
It AT SE ee a SEA A EE ERY Killing WE REEI A E M. E 
非 紧 致 部 分 为 定 正 ,所 以 若 用 4 表示 非 紧 致 实 半 单 李 群 的 
Laplace 算 子 ,用 A 表示 它 的 极 大 紧 致 子 群 上 的 Laplace 算 子 ,用 
pfG) 表 示 Casimir 算 子 ,就 有 
PCG) = pCA) — 2A) 

是 一 个 双 曲 型 左 不 变 微 分 算 子 的 表示 、 

当 9 为 紧 致 李 代 数 时 ,9 一 z 十 9 ,z 是 8 og a 
李 代 数 , 因为 总 可 取 到 8 上 的 避 不 变 内 积 (，,*…) 与 9 的 Killing 
型 是 相 容 的 , 即 (，，* ) 限 制 在 8 上 就 是 9 的 Killing 型 ,这 时 取 
XX, 是 8 的 一 组 基 , 令 


aij 二 一 (X54 ,), (2) = (E) 's 
WREX 
pfKG) = Der p(X pX) (1. 126) 
为 9 关于 表示 o 的 Casimir TF. 


因为 p(z) 可 与 (9 交换 ,6(9) 与 pC9') 的 可 约 性 或 不 可 约 性 
是 等 价 的 ,所 以 由 (0. 126) 式 定义 的 紧 致 李 代 数 表 示 的 Casimir 算 
子 ;使 命题 1. 19 仍然 成 立 , 且 (1.125) 式 也 成 立 . 由 此 得 如 下 命题 : 
命题 1. 209 紧 致 李 群 的 不 可 约 本 表示 的 矩阵 系数 己 (x) 都 是 
它 的 Laplace 算 子 的 特征 函数 . 更 准确 地 ,对 每 个 ME G a EG 的 
以 3 为 最 离 权 的 不 可 约 丁 表示 , 则 有 
Ae,(2) 一 一 mlr) (1.127) 
成 立 , 其 中 
m= A 十 6A 8) — (6,8) 
= jA + 8)? — |8|’, (1.128) 
int e E GHEREA 6 的 全 体 正极 之 和 的 一 半 . 
由 命题 1. 20 可 导出 紧 致 齐 性 空间 上 的 Laplace-Beltrami 算 
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子 的 性 质 如 下 ; 

命题 1231 KRM ARM RRA SAAR MÉ 
Laplace-Beltrami @ 7, Wl) L (ADH RAME EZANA. 107) 
让 每 一 个 图 数 都 是 对 的 Laplace 算 子 4 的 特征 男 数 ,更 具体 好 ， 
对 每 个 ME 于 ,Ta(m) 由 (1.106) 式 给 出 , 则 有 

AT, cm) 一 一 piam), 
其 中 
== (A+ 6,A+ 9) — (6,8) = [A+ él? — lal’, 

《"，，*) 是 对 上 的 等 度量 恋 换 群 含 么 元 的 连通 分 支 , 即 紧 致 李 群 
G 的 李 代 数 & 上 的 G AERC. OEM bo RMS. 
CM) 一? 上 的 限制 ,6 是 8 的 全 体 正 根 之 和 的 一 半 . 

证 明 命题 1.21. RTE p ERAT C+. + ) 的 一 组 标准 正 交 
BEM eX HED FA 9 的 一 组 标准 正 交 基 X, X.’ HP 
Arp Aa 是 b 的 关于 “5° VEJER MEIE E A, 由 引 理 l. 4 知 


A= >) x 
就 是 GG 的 Laplace B+. 而 由 命题 1. 20 © 
Anp On f, 一 一 wap pny. 
但 由 引 理 1. 4 aA eR 


a 2 
Am( pim) i= > | Alp On jexpexX 1, 
J=1 


E= i} 


i= 


" 此 
= Diecpcmy{ 5] exCexprX, I, 
J=1 
由 于 (让 五 二 ,从 而 上 式 等 于 
F | z 
Ap.(p(m)) = Dyecpcm))! 5) plexpeX h| 
jim] at 


由 引 理 1.7.12 Aw 是 M i Laplace-Beltrami 算 子 ,就 得 到 
Ap, pm I= Aya Pm, 
= Ay Tj(m), 
即 得 到 对 任意 的 AC MG 
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一 一 

成 立 . i 
1.5.5 Peter-Weyl 定理 

Peter-Weyl FHEIN: ERER CG Eh. 1005 Hi BS a 
WA LOG) 56 1h RA H LCG) ET ee] A 
ZRRAP RBH ARREARS L 模 来 通 近 , 特别 是 ,G 上 的 
任意 一 个 连续 晤 数 可 用 该 通 数 系 中 的 有 限 线性 组 人 台 一 致 地 巡 近 . 

而 范 数 系 (1. 100)? 和 (1. 107) 的 完备 性 的 精确 叙述 就 是 以 下 的 
Plancherel 公式 ， 

引 理 1.234 设 G 是 一 个 连通 紧 致 李 群 ,EL (GD) 的 Fourier 
级 数 是 

Flr) ~ D, Tr fate), 


aĝ 
则 对 一 切 fE L2G), 有 也 下 等 式 成 立 ， 
| fi z = (> ad, Trt RPO). 
ac? 
其 中 


Iha = [f IF paz)", 


de 是 G 上 的 规格 化 Haar 测度 . 

u GEAR. AG ECG 的 会 纪元 的 连通 分 支 ; 则 GG EAR 
数 限 制 在 G 的 任意 一 个 连通 分 支 的 部 分 上 ,者 等 于 Ce 上 的 某 个 
钞 数 ,所 以 引 理 1. 24 对 非 连 通 的 紧 致 李 群 是 依然 成 下 的 . 

对 紧 埃 齐 性 空间 来 说 ,有 类 似 性 质 ， 

引 理 1. 25 设 MM 是 连通 的 紧 致 齐 性 空间 ,了 EL (MD 的 
Fourier #2 

fim) 一 D dTr( A TAm)), 


a 
AEM 


刚 对 一 雪 7E LM) ,有 以 下 等 式 成 立 ， 
?= Dy dTe Afi, 


dé Af 


$1.5 紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 gi 
其 中 


1 全 一 | fom Pde, 


dm 是 M 上 的 规格 化 的 G 不 变 测度 ， 
Peter~Weyl 定理 近代 的 叙述 是 这 样 的 :对 于 SEL), 
TY Cx) = fer’), 
则 显然 有 
(a) [EF il = || 4° lB fe E 20GB) EG) LA 
mi. 
(b) FY J Fourier 系数 是 


Cf t= | Cr) (ade 
= | er Pala dx 


一 | fon) par)dz. 
一 (Í, F, oada) 


| Saada = AD RA S AREE HIE 1. 24, 有 
Ife 1A a = > aTr a. 


ac 


记 Vo 为 G 的 以 4 为 最 高 权 的 不 可 约 丁 表示， 并 用 
Hom (Va VORN 了 :到 目 身 的 线性 回 态 (线性 映射 7 的 全 人 昼 所 构成 
的 线性 空间 

aC) © Hom(V,,V,), 
将 所 有 XAEG 对 应 的 线性 空间 首先 写成 代数 直 和 
@ Hom({V,,V,), (1.125) 


则 当 SEG 上 的 三 角 多 项 式 时 ,6 NE 共有 有 限 个 ,而 {pit 让)， 


ACGME SAC. 129) 中 的 一 点 ;反之 ,空间 《1,129) 中 的 一 点 必 
为 某 个 马上 的 三 角 多 项 式 的 Fourier RR. MT AC. 129) 一 个 
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Hilbert 空间 的 范 数 
>) Tras) pF) 


ice 


后 ,空间 (1.129) 按 上 述 范 数 完 备 化 ,就 得 到 一 个 完备 的 Hilbert 
空间 ,并 记 为 
® Hom(V,,V,). (1. 130) 


而 每 个 fe LCG) REM EEC. 130) 中 的 一 点 ; 
{pAEG)} < 由 Hom(V,.¥;,). 


这 个 对 应 由 前 面 的 证 明 , 是 LOR Å Hom (Va VD ERRER 


构 , 即 
LG) ~@ Hom(V 7 
ace 


再 用 对 侦 空 间 的 概念 , 记 V; Æ V Lee K STS Re ER 
性 空间 , 设 ej sere ,en 是 VV EA fae da EE AS 
基 , 即 它 是 V 的 一 组 基 , 且 这 合 
File} = ðs 

EP ð= G=1,.2.°-.d:); 6,=0.8 Aj li, jd, 则 
VOV: 就 是 两 空间 中 元 素 的 张 量 积 全 体 张 成 的 复线 性 空间 , 它 的 
基 是 

{fe Qf; LS dd). 
VVI 中 的 张 量 在 WY, 上 的 作用 是 V BIB SR ER OT 
Fxr€Vie Os, RH r BRT 

e; © F(a) = Fx)es 

AP f,(z) 是 一 个 复数 . 这 就 容易 验证 

V,6)V; m= Hom(CV,,V,). 
了 而 得 到 

OÀ Vi Vi 


A 
= HomCV,,V),). (1.131) 
EĈ 


$1.6 Abel— # Poisson # SMR ga 
这 就 是 Peter-Weyl 定理 的 近代 表述 方式 . 


$1.6 Abel—3ZE Poisson 核 与 热 核 


FAR EMMA. RAAB eT A 
概念 和 方法 ,其 中 在 百 群 上 的 Fourier 级 数 的 球 求 和 的 研究 中 建 
并 了 两 类 重要 的 球 求 和 核 , 即 Abel — de Riesz — Ë, EXT 
BPE Fourier 级 数 的 Abel —FER AL! B Riesz— HERA. 进一步 
得 到 了 上述 求 和 的 积分 表达 式 , 建 于 了 运用 Cartan 子 代数 上 的 
Fourier 变换 进行 研究 群 的 调和 分 析 的 基本 方法 . 在 求 和 核 的 积分 
表示 中 ,他 首先 发 现 和 运用 了 Cartan 子 代 数 .上 Weyl 群 反 对 称 的 
maar | 

D= | |P. 
FF a BE AT PA EEE hy Abel — 2 A Riesz BRS t i A CH 
SE AAR HART D 也 具体 写 了 出 来 . 关 
于 Abel — 384% fl Riesz 一 斐 核 等 更 重要 的 作用 ,在 下 面 两 小 节 中 
GA. 
1.6.1 Abel —3€4% Poisson SRR 
EMER G 上 的 Abel—#AR HE MMF: 


Aa) = Pe lawn, (1. 132) 
ce 


其 中 O<e<+0,72€G, GEG MAME. 由 (1. 47) 式 定义 的 49 上 
Ay G RAE APR BC+, * AAFP R TCA +. +b HG 
的 李 代 数 8 的 全 体 正 根 之 和 的 一 半 , 1X 十 681i 二 (4 十 6,4 十 6)3， 
HODE G 的 以 4 为 最 高 权 的 不 可 约 西 表示 pi(zx) 的 特征 ,a; 是 表 
I pCa By AER. 

BLOG E p WA CSD RHSRAT ARH lel. 
S' (GC 81.5 Pe Kay Ce) Eas Bw ee a. 

设 fE (GRE ESG), #9 Fourier 级 数 是 
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fx) ~ >) diTi fi Ptr)), 
act 


则 {A Fourier 级 数 的 Abel — 35K AE 


= dela Tre fies), (1.133) 
set 


上 且 无 论 对 于 ELOA SES (GG)... BDRAMHA RSM 
致 收 敏 , 且 可 以 逐 项 求 导 .也 就 是 说 ,只 要 t>0, 这 个 级 数 就 是 G 


EAR CRRA Fourier 级 数 . 
紧 至 李 群 上 广义 的 Abel- RRELA 
Airy = Se Nr), (1. 134) 


aeG 
RP b> 0, pa b= 2 时 , 称 核 
A CE) (1.135) 
为 Gauss — 38 $. 
紧 致 李 群 上 的 Abel — 384 fl Gauss—#RESTHRRRE 
清楚 地 用 已 知 的 芳 数 表示 出 来 ,其 他 广 尺 的 Abel 一 复核 的 性 质 也 


十 分 清楚 ， 
紧 致 李 群 上 的 Poisson 核 是 
Pha) = $ eva dnlzr), (1.136) 
sce 
紧 致 李 群 上 的 热 核 是 
Hz) = Dye dita), (1.137) 
aca 


其 中 一 请 是 G 的 Laplace-Beltrami 算 子 的 特征 值 ,其 详 述 可 见 合 
题 1, 20. 
曙 见 紧 致 李 群 上 的 热 核 与 Gauss 一 蓝 核 的 关系 是 


H, (x) = et? Arca), (1. 138) 
因为 Gauss 一 裴 核 已 经 完全 清楚 , 它 的 国 数 表达 式 也 十 分 清晰 , 因 
此 紧 致 李 群 上 的 热 核 也 就 完全 清楚 了 ， 


考虑 流 形 M=(0,+0)G, Wt) a ARB TRAE EB 


$1.6 Abel— #4 Poisson PARK g5 
本 解 ， 


可 一 
j AF =o, (1.139) 


rh ASE G EB Laplace-Beltrami A-F. 
而 Poisson 核 则 是 以 下 Laplace 方程 的 基本 解 ; 


(a) +4 F=0. (1. 140) 
Abel -#BEL TIEDE.: 
| A 十 4 一 jalar] F = 0, (1.141) 
其 中 本 是 恒 等 算 于 ， 
Gauss 一 奢 核 则 是 以 下 方程 的 基本 解 ; 
[3,44 | 21) F = 0, (1.142) 


紧 致 李 群 上 的 Poisson 核 比较 复杂 ;不易 直接 研究 蕊 . 

Abel 一 蓝 核 的 重要 意义 还 在 于 Poisson 核 可 以 用 它 表 示 出 
来 , 即 

已 (rz AC + tf) + al + ee 
+ fiGi,z)), (1. 143) 

Hebe A 2) fC GE eB BP. 通过 对 
Abel- FHERR MRT RARER FS Poisson 核 有 关 的 种 
i} [Ay A. 

以 下 讨论 紧 致 齐 性 空间 : 

SE RSE SM. SEIYA G KO? ROEM TA 
1.3. 3 小 节 所 述 ,p 上 的 下 不 变 内 积 (。,*，) 就 是 8 GC ABAR 
在 PP 上 的 限制 ,其 Fourier 级 数 的 各 种 记号 与 $1.5 中 的 (1. 104) 


式 及 其 后 各 式 相同 ， 
紧 致 齐 性 空间 M LEX Abel- RR EXA 
AbGm) = Dy et" dm), (1. 144) 


A 
AEM 


特别 当 4 一 1 时 , 简 记 为 
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A,Gn) 
PRAY Abel— # 4K. 24 b2 Ht, Am PRA Gauss— HE. 
M CAB ea AA S Hg Fourier 级 数 的 Abel —# 
求 和 则 为 
S x= Ale f(r) 
= SegTr( Tm)). (1.145) 


Ph, 
AcM 


紧 致 齐 性 空间 上 的 Poisson FE 
Pim) = >> e~ Va dit,(m). C1. 146) 
le M 
fe MIT HE Sl) ER E 
H, omn) = > e "adh A on). (1.147) 


通常 在 紧 致 齐 性 空间 上 ,例如 R 中 的 单位 球面 上 ,它们 的 热 
4% +3 Poisson 核 是 不 能 用 紧 致 齐 性 空间 上 的 函数 表示 的 ,而 要 表 
AN 

Pinem), H,Cn ym) (1. 148) 
的 形式 . 但 我 们 充分 运用 了 紧 致 齐 性 空间 上 的 等 度量 变换 群 G ,并 
建立 了 着 积 ,从 而 对 时 致 齐 性 空间 上 的 热 核 与 Poisson 核 就 看 得 
更 清楚 了 . 

考 虚 流 形 N=(0,00) Xx M, 则 热 核 就 是 热 方程 的 基本 解 ， 
Poisson 核 就 是 Laplace FENERE. APR ANAM EN 
Laplace— Beltrami A. Mij 

[去 | +A, 2 — A 
是 相应 的 Laplace 算 子 和 热 算 子 . 

紧 致 齐 性 空间 上 的 Gauss 一 问 核 与 热 核 之 间 的 关系 ,Abel 一 
RH 45 Poisson 核 之 同 的 关系 , 同 紧 致 李 群 上 的 完全 相同 ,这 里 就 
ARET. 

1:6-2 Riesz— #5 Dirichlet 2K 

Tyro 上 的 函数 


$1.6 Abel— #4 Poisson 转 与 热 核 ËT 
0, t p- l; 
(1 一 加) 一 | (1.149) 
)+ CG — mR oad, 
EP, Rea 0, Ref >O. 
MERER G 上 的 Riess- FREA 


Ki = > A+ due), (1.150) 
ice 


其 中 Red >0. 2RELEBG 上 的 有 限 三 角 多 项 式 ， 
ay eR EM By Riesz- FEB Mle KA 


Kr) = >, rat ol ete), (1.151) 
act 


其 中 Rea>>0,Red> 0. 

若 JEZL2ftC) 或 上 ESG) WE Fourier RAH) MB Riesz 
— EF 1 

Se°Cf x)= Kt? f(r) 


= Sa Jà + el dTr( Apa). (1.152) 


1cG 
紧 致 齐 性 空间 M E SLB Riesz— ZR Me XA 
Ki*(m) = >) — # (44+ 894 ditiGm). (1.153) 


le 


紧 致 齐 性 空间 上 的 函数 fel ORE FES ADK ZK 
Riesz — #2>-F 445 WE 
Sf m= Kot « fim) 
= Salat | dTr( AT.Gn)). 


(1.154) 

Riesz FHAIO AX Riesz 平均 在 经 典 调和 分 析 中 的 重要 性 是 

众所周知 的 , 在 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 ,它们 还 有 一 个 重要 的 

作用 ,是 研究 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 和 药 吏 近 论 问题 的 最 主要 

的 工具 .用 广义 的 Riesz EUR ERE RATES 
间 土 遥 近 论 中 若干 个 最 主要 的 课题 . 

对 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 来 说 ,一 个 极端 重 
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要 的 基本 问题 是 关于 Fourier 级 数 的 部 分 和 的 研究 . 在 西 群 上 ， 
Fourier 级 教 方 体 部 分 和 的 核 已 由 蓝 异 清楚 .具体 的 将 它 表 示 出 来 
T IX PBR Dirichlet — 2%. AWEH Dirichlet — 2 th - 7 
用 一 维 经 暴 的 Dirichlet 核 表 示 . 

在 紧 致 李 群 上 , 若 在 Cartan PRE b IRZ b 上 取 一 个 
标准 的 正方 体 RR, 并 记 


w= NR 
是 尽 关 于 原点 的 伸缩 , 则 紧 致 李 群 上 的 Dirichlet- RAMEE XA 
Di = > dlle), (1. 155) 


A+FECE +01 Ry 


而 紧 致 李 群 上 的 Fourier 级 数 的 Dirichlet — BMAP A CR fa HRW 
方 体 部 分 和 ?> 则 是 
号 MT x= Dy * fix) 
= >> 4&TrC fete). .156) 


atie G +N, 


SEMA ET AS ,分别 记 之 为 : 
Ar BoCa, Da, Ga, F, Ep, E, Ez, (1. 157) 
其 中 下 标 表 示 Cartan ft Br) ER 4 n IT AL, BC, D, 
之 铬 有 某 些 同 构 存 在 ,如 ALB. 
四 类 典型 复 半 单 李 代 数 所 对 应 的 典型 紧 致 李 群 分 别 是 ;A. 对 
应 SU n113 Ba 对 应 SOC2n 十 1);C, 对 应 西 辛 群 USP COn) D, 对 应 
SOC2n). 其 中 
SUs, = {X €U,4,,detX = 1}, 
USP(an) = [X E Up XTX = Fabs 


0 I 
Ja = B I, "| 
I, on EE. 
而 酉 群 UU. 则 是 典型 的 非 半 单 的 紧 致 李 群 ， 
xt Un SU, SOMI USP OOM GC: 对 应 的 紧 致 李 群 ,它们 的 


其 中 
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Dirichlet 一 艺 核 的 具体 的 国 数 表 达 式 已 经 得 到 了 . 紧 致 李 群 上 的 
Dirichlet — 4%) Lebesgue 常数 的 精确 估计 也 已 经 得 到 了 ,但 是 
紧 致 李 群 上 Fourier 级 数 的 Dirichlet 一 莫 部 分 和 的 许多 基本 性 质 
至 今 却 尚未 解决 ,例如 当 1 p<2,fEL' (GM, A Dirichlet — 
EROMBSE LBM PRA £74 FE LG Ff A Fourier 
级 数 的 Dirichlet — AAi AE FILE Ah aha A 产 均 是 尚未 解 
决 的 课题 . 


第 2 章 


又 致 李 群 上 的 调和 分 析 


$2.1 紧 致 李 群 上 的 Fourier 系数 的 渐 近 性 质 


2.1.1 经 典 的 Riemann-Lebesgue 定理 

在 经 典 的 Fourier 4>0T Hit BP. T—(0,20).fEL*(T), 
impetoo, RR SEC(T) APL 27 AHH ES RS. SY 
关于 LMA EESAN R e,ne ZS AY Fourier 系数 是 


— 1 a — iat 
cf) = 去 | KB)e-aed8， 
fi 了 的 Fourier 级 数 是 
+ o> 
FO ~ cf Ye, 


¥ = 一 了 


则 关于 Fourier 系数 存在 着 熟知 的 Riemann-Lebesgue H, T H 
主要 内 容 是 : 

(a) SHER SEL 及 任意 的 1I 委 PE 十 ce ,有 

me 一 0 

恒 成 立 ， 

(b> EL Fourier 系数 的 这 一 性 质 , 对 整个 孙 数 类 7’ 来 说 ,不 
可 能 再 改进 了 ,也 就 是 说 ,对 任意 给 定 的 {>0,nE ZH}, 其 中 乙 表 
MEAE ,适合 


lim & = 0, 


[a| + +e 


则 必然 存在 一 个 FE L(G) ,使 得 
me (/& = 1, (2.1) 


$2.1 BAER CB) Fourier RRB AUTEM 91 


特别 可 找到 FECT). S RAPER —t+ LT) Spt 
得 (2. 1K GSR mM ae 

Gl, Xt HA Fourie 级 数 ， 关 于 它 的 Fourier AR, 
Riemann-Lebesgue 定理 也 仍然 正确 . 

以 2r 为 周期 的 范 数 的 Fourier RARE 1 BHR T 上 的 天 
ay Fourier AX. id an HAT Fourier BARE n HERE T 上 的 
pA 3 RY) Fourier 级 数 . T A T 都 是 变换 的 紧 致 李 群 ,一 个 自然 的 
回 题 是 ,对 于 一 般 的 紧 致 李 群 , 即 对 于 非 交 镶 的 紧 致 李 群 ,上 述 的 
关于 Fourier 系数 的 定理 是 否 还 成 立 的 问题 , 这 将 在 下 一 节 中 痊 
出 完整 的 何 管 . 

2. 1.2 主要 的 定理 

与 经 典 的 情形 不 同 , 非 交 换 的 紧 致 李 群 G 上 可 积 函 数 的 
Fourier ARMY Mate SM YR BRK. 粗略 地 说 ,只 有 
4% EL(CG) 时 ,关于 Fourier 系数 的 经 典 的 Riemann-Lebesgue 
定理 仍然 成 立 . 而 当 ix p<c2 时 ,经 典 的 Riemann-Lebesgue 定理 
EART, Baba TELG), EH Fourier 系数 发散 于 无 穷 , 而 且 
对 于 不 局 的 2. L(G) eR Fourier 系数 发 散 于 无 穷 的 性 状 也 
不 相同 . 

Sh. ATOR EERE SB LE A Fourier 系数 
HL se, BP G EIRAN Poorier WERNER E 
表示 如 下 ( 见 (1.102) 式 》， 

CD = (Pic cae AE G. (2. 2) 

FEE 201 RG PAE BME, JELG) W 
当 (Alcott, fH) Fourier RRM PE, ERM. 必 有 


lim sup cN |= 0. 
M+ TS jed, 
更 进一步 , 设 
(ei, di, AEG) 
是 任意 取 定 的 适合 以 下 条 件 的 正 数 集 ， 


lim sup & = 0, 
Jal + foo sth peed, 
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Wa FRE G EAR ELG), AE S n Fourier AHE G 
lim |e) |/e 21, 

EEEL (GPAI Fourier KE BY FS ASHE ITET OL? CG) 
来 说 不 可 能 再 改进 了 . 

定理 2.2 WGC B—TIEMRN BASH. lap<2, fe 
L(G). M A| + +ooht f BY Fourier 系数 有 以 下 闭 近 估计 ; 

df) = old???) (al ++ 00). 
定理 23 HG Fe — PAP CERN RE Sp <2 OR 
(ej, 1Si,jmid,, AE G} 

是 任意 取 定 的 适合 以 下 条 件 的 正 数 集 : 


lim sup & = 0, 
a 一 十 9 Leer, pds 


MEFE SELO ,使 下 式 成 立 ; 
lim sup {Ie I/( Sadr t) } 21, 


[a| +a lear, fe 


特别 是 可 取 到 FEL CG) ,使 


im boon 3-4), |. 

fim Sue, [leo 1/C 6514) >l 
成 立 , EP n 是 G HSER. 7 Æ GJ Cartan TH T HHEN, s= 
到 Ga 一 ”7 就 是 正 根 的 个 数 . 


为 了 证 明定 理 2.3, 需 要 证 明 以 二 定理 ， 
定理 2.4 B GE-ER. Ce. VEC RH 
个 以 4 为 最 高 权 的 丁 表 示 ; 且 设 {eosey,…} 是 表示 o 的 权 问 量 组 
成 的 V 的 一 组 标准 正 交 基 ,p; HFA TRA Be CA 
Dalz) eo) = ui, Capen F uje +o. 


NA) = ix € G, (xt, (x) | >>}. 


则 存在 与 AGE MURS Co. VORRE. Ma CREME 
常数 4e, 使 得 集合 NCAR INGA) | 话 合 
Acd) = INAJ S ddt, 
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其 中 , 取 G 上 的 测度 为 规格 化 的 Hear ME. 
在 证明 上 述 定 理 之 前 , 先 对 上 面 刀 个 定理 作 一 些 解 释 . 
Ci) 在 定理 2. 1 至 定理 2.3 中 ,| 站 是 大 的 范 数 , 即 
[A] = (2) 

Gi) 大 的 Fourier 系数 是 对 LOGRE IEE T AA A 
BA. $1.4 中 的 命题 1. 21, 不 可 约 丁 表示 etzx) 的 矩阵 元 素 
wich) L? 范 数 是 qd’* ,因此 当 2.41 时 , 它 的 范 数 小 于 1, 所 以 

访 一 般 就 不 是 Fourier 系数 的 矩阵 ,在 $1.5 PR SRR 
阵 , 就 是 由 于 这 一 原因 . 而 

CA = dif, 
HP A SE RESCUE EE f UO Pe SEE RAK 
3 4 be PR SD i EB AY. BEA S 1.5 RR CLC f A Fourier 系 
数 矩 阵 , 原 因 就 在 于 此 . 

Ci) LIG)? 中 的 完备 标准 正 交 函数 系 的 选取 显然 不 是 唯一 
的 ,因此 对 不 同 的 完备 标准 正 交 函数 系 ,函数 /的 表示 矩阵 A 
Fourier 系数 和 矩阵 忆 .( 门 不 相同 ,我们 要 证 明 的 Fourier ACCS) 
的 性 质 , 必 须 是 与 完备 标准 正 奖 函数 系 (1. 100) 式 的 选取 无 关 的 性 
质 , 也 就 是 不 可 约 本 表示 等 价 类 的 共同 性 质 所 决定 的 Fourier 系 
数 的 性 质 , 定理 2. 4 所 证 明 的 性 质 ,是 由 最 高 权 向 量 决定 的 不 可 约 
酉 表示 和 扎 阵 元 素 由 (CCz? 所 具有 的 函数 的 性 质 ,因此 这 一 性 质 是 不 
of 2) Ran SABHA AA ACER. 由 此 得 到 的 Fourier 系数 的 
性 质 就 是 等 价 类 的 共同 性 质 . 

(iv) BAA Ras eR 2, 与 | 站 | 的 方 竹 之 闻 的 关系 是 比较 
复杂 的 ,分 为 不 同 的 层次 ,主要 关系 有 下 面 岂 点 ， 

(a) 由 $1.4 中 命题 1.17 的 维 数 公式 

da= [Jati] 
原 公式 中 的 记号 B(-，* ) 在 此 用 简化 记号 CC- ,。》 代 埋 了 , 则 由 
肉 积 性 质 可 得 
di & BJA +8}, B= [fle / 1], 
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而 :二 却 (一) 是 正 根 的 个 数 . 

AA od Be ee 4 [Al + oof, [A+ ol /|Al RB FREE 1. 
Mort 24 |Al sel 时 存在 正常 数 a FS. TER 

alA| < |4 十 61 所 514|， 
从 而 存在 正常 数 B tE |All 时 ,有 
d, € B JAZ”, 

(b) Æ 6° WEE EI RA FRIA E a) a0 对 

所 有 的 素 根 a 均 成 立 , 其 全 体 记 为 $5,; 再 令 
n= Eh = tR, t 20.7 € S), 

则 当 a 一 0 时 , GOT. 的 极限 集 就 是 G. 4 ae CAL. 时 ,对 固定 
的 a> A 


d, > a |A + a| TJ 8e, 
ad] 


AOFERE: ACG. BAL Slit. 
A, Jal zor” Sd, <B, AJ zee 

成 立 , 其 中 正 数 BB 和 仅 依赖 于 如 ,而 正 数 A MRF GĦ ao. 

另 一 方面 ,必然 有 AE 避 , 使 得 对 一 个 或 几 个 素 根 HSU, 
ao}=—. Pat 4 Ser) 2 有 时 ,存在 正 整 数 5, 使 得 

di S B là + 8 |7972 

对 无 穷 多 个 AC G 成 立 . 具体 地 说 ,它们 是 全 与 一 个 或 几 个 超 平 面 
PI 的 交集 ,其 中 a 是 素 根 ,P: Bo PU 为 法 向 量 的 超 平 面 . 

由 以 上 关于 di WHITER of LI E 2. 3 中 第 三 个 和 不等式, 给 
HT ELO PARN Fourier KAMER TASN REARS 
大 的 阶 , 与 定理 2.2 相 比 较 , 即 可 知 这 一 性 质 不 可 能 再 改进 了 了 . 

这 样 , 定 理 2.1 2.3 Me ST IES RR ee Foarer 系 
SOA CHE MEHS SEE TT EY El. 

进一步 可 见 ,定理 2.2 和 定理 2.3 既 包括 了 定理 2. 1, 也 包括 
了 经 典 的 定理 . 当 取 p= 时 ,定理 2.? 萌 定 鱼 & 3 就 是 定理 2. 1; 
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当 取 d= 1, BR ;二 六 (一 7) =0 时 ,定理 2.2 和 定理 2. 3 就 变 成 
了 经 和 典 的 Riemann-Lebesgue 定理 . 
2.1.3 定理 21 和 定理 2. 2 的 证 明 
定理 2.1 的 证 明 
H $1.5 的 引 理 1. 25 可 得 ; 若 SEL UG), BW 
D>, TH CD GAY) = oy dT RPO = IFN 


set 


由 于 
Tri aO CG y) 
所 以 引 理 1. 24 RAST 


lim Sle (| = 0, 


| 一 十 上 


这 就 目 然 可 推出 
Apres hice, jet (01) | = 0. 
当 维 定 了 {6} 后 , 令 
fi 二 sup E 
lisa, 


对 于 LOHRA A 2 I oe RB ES RE 
TE 3% pa A 

{ei(2),1 Si j7Sa AE GC) 
R5 A a R 


f(z) = Deer lz), 
Hp a 全 二 1,2,…) 的 选取 适合 
Gi) = sup es 
alse fay | 
ace 
Gi) Que, =< +o. 
由 于 lm 60,50 FF 6, PER, SBIR 
If ti= Dod 


k=} 
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< (supe) dja, <+ oo， 
A=] 
H fw Fourier ARE 
CLA 一 OF A 7E Aye = 1,2,""'; 
ca) = 0,1 Sl mK lL Rijs da 
从 而 有 
lim sup, [ef | fe = lim leit A) | sed 


|A|—e- oo 1i 
= lim{ 84/54) > 1. 
定理 2.1 TE. I 
定理 2. 2 的 证 明 
HARM 为 N 
M = (rj l RhA daÀ EG}, 
其 中 sti eM 中 的 点 ,在 对 上 定 交 测度 jx 为 离散 测度 , 即 
Het) = dy, 1KijCRd, aAeG, 
MCM, 2) A — a E A. 
M 上 的 示 数 空间 记 为 YXCM), 若 了 EXCM), 则 有 
Fiat) = Fi, 1 Si, j<Sa,r€ G. 
EX MEHL SOs p<t+oR 


LACM dye) 
-17， | f t, = (DaD Pap <+ooh 
aet Bist 
而 M EL 23 ir] se 
L” (M dy) 


= {f.l Fl. = sup sup | Îl <+). 
ie G Meh ed, 
FRETS MFELGA MELA BREE COD PRR F 
为 : 苦 JELG), # Fourier BRE 
fia) ~ D dT Aiola), 


see 
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其 中 记 
f= 0 Fi ered,: 
于 是 f=F(AEXCM) 则 为 
fF (xs) = Fi. 
BAP EGC EB Fae Sl L(G}) 到 M EEJ Be 
间 XCMD 中 的 线性 算 子 , 称 玉 为 Fourier 变换 . 
由 $1.5 的 引 理 1. 25 可 得 到 如 下 引 理 ， 
引 理 2. 1 Fourier PRP H(2,.0D0H, BS JELG., 
则 =F EL (M,d), HA 
KF =a Fl 
成 立 . 
引 理 2.2 Fourier $H: F EO, MA, BME SEL), M 
J=FUDEL” Wd»), AA 
lf tos UF |, 
Bx AF. 
证 明 eH 8 1.5 B91. 101) 式 知 
f= | f@ us (x)dr. 
因为 w(x) 是 不 可 约 西 表示 (x) 的 矩阵 元 素 , 所 以 对 一 切 xEG， 
ES 
PAESE] 
成 立 . 由 此 可 得 ;对 一 切 的 AE G 和 Si jad WA 
了 和 | OL EFA 
成 立 , 此 有 即 
LF 
现在 因为 Fourier 变换 下 是 线性 算 子 ;由 M. Riesz HAEE 
理 即 得 如 下 引 理 ; 
引 理 2.3 Æ fELG).1<p<2, f= FCO S Fourier 
WER p Hp HUMR RNA += ' 则 有 
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I fF lla < WF te 
3024 SEI gL HHL +S=1. p> 2 WA 
| fex) gide = > dTrt f A ). 


又 可 得 到 以 下 引 理 ， 
引 理 2. 5 设 SELG) , 户 >>2, 方 十 方 一 1 F f #4 Fouri- 
€T 变换, 则 有 
lflle< i fi, 
FB LE fay A JL 9 Be. a) EA Se 2. 2. 由 引 理 2.3 即 得 


i Fe = Dead Fale | 
act tga 
将 


代入 上 式 ,就 得 到 
Sar’ Dla |" < 


以 上 级 数 的 收敛 性 昔 售 着 
[BaD a P= 04) Cal ++), 
由 此 可 解 出 
[eC |= of di? } 一 old? 
这 就 证 明了 定理 2. 2. | 
2.1.4 定理 2. 4 的 证 明 
At EAA cE BE 2. 222 AY) Fourier SX) (41 EAA 9 4» BA EAR 
这 一 估计 不 可 能 再 改进 了 ,就 需要 构造 出 G LH RRO 
Fourier 系数 达到 定理 2. 3 所 给 出 的 无 穷 大 阶 的 估计 ,这 就 首先 需 
要 研究 不 可 约 丁 表示 mmCz) 的 算 阵 元 素 的 函数 性 质 ， 
设 玉 是 G 的 满足 下 面条 件 的 集合 ， 
K = {z € G,jat(z){| =1}, 
因为 p00 5k RIF RC Kp DBR HM 


一 二 
2 


) Al 一 十 ee). 
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的 其 余 元 素 全 为 零 , 由 表示 的 性 质 , 就 可 知 玉 是 上 的 子 群 . 设 了 
E GB — Cartan 子 群 ,使 得 定理 2. 4 中 的 基 {eo,e，…} 是 PCT) 
的 权 向 量 , 则 工 必 是 天 的 子 群 .再 设 了 是 了 对 应 的 局 的 李 代 数 9 
的 Cartan 子 代 数 , 则 可 得 9 的 一 扔 Weyl 基 : 


. . l 。 
iff p 7r tH, X, = -一 一 (上 了。 — Fa). 
| v2 


2 

其 中 五 ; iH, 是 色 的 一 组 标准 正 交 基 , 而 Weyl BME a 的 一 
组 标准 正 交 大 . 

表示 pp 的 微分 给 出 了 9 HAR da V. EP ARAE 
9 的 复 化 的 不 可 约 表 示 . 因为 p EGER. PAAA Eg, 
do: (XW E E Hermite 阵 . 由 (2.27 式 ,可 用 dp 和 和 de。 
解 出 deck.) A dp(EE_,) ,并 可 得 到 

do(E,) = dp(E_), a € Sy. 
再 根据 $1. 4 的 (1. 86) 式 和 eo 是 最 高 权 4 的 权 向 量 , 可 得 
doth) te) = 0, a € B, 


X a = 


CE, + E.) aE È, ' (2. 2) 


由 此 即 可 推 得 
dp,(X.) le) 一 一 Fp deuEo) e), 
dol X.) le) = Fe) (Ceo). 


FAV, End Hermite AFR +. 计算 da Xa Ce.) Rida AX a) Ceo) E 
HEKE, YB 
ldo Xa) (ec) | 
= (da,(X.) (e,) do tH) en) 


= = (de,C&_,) 《en dp, CE _ es? ¥ 


将 eo 看 作 单 位 列 向 量 , 就 得 到 
(dø, CX.) (Cer) | 7 
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= Fe dotE_ dotE_.)e, 


Foda Edp (Eer. 


再 用 $1.4 的 (1.85) 式 的 计算 方法 计算 上 式 第 二 个 等 式 的 石 羡 , 则 


有 
do E do, (E_ de, 


= doal E E-a De, 
+ dolEa do LEE 
= do H Je, = CArm@eg, 
对 一 切 的 aE B+ 成 并 ,这 就 可 得 到 


l 1 
datX,)(e)| = —=(A,e)?, a € B. 
Ide Eg) | Te a a 
同 理 可 得 到 
[do X a) (eo)| = Feat, a€ Si. 
由 以 十 两 式 , 当 (的 天 0 时 ,可 得 


dp,CX,) Ceo) -= Ü, de,CX_.) (Ce,) = Ü, 


(2. 3) 


(2. 4) 


再 由 &1,.4 的 (1.84) 式 就 得 到 datX.) Ce) A dat xX.) Ce) EAT 
实 正 交 的 权 竣 4 一 a ARAE, HF aE, PA dm (XX。) 和 和 
do 和 的 第 一 行 和 第 一 列 的 元 素 不 全 为 零 . 再 由 $1.4 的 (1. 77) 


式 
plexpta ) = Expdp X) 
就 可 得 到 ; 当 (A,a) 关 0 且 
expeX, Æ ZIL e, exptX_, Æ Sie 


时 ,就 有 


lei, CexpeX,)| <1, [ul exp | <1. 


MEA =t MERA 
e,texpeX eo) = eg» 


和 p,CexptX a) (Eo) = fps 
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因此 , 令 
Af = ia E 2,,CA,a) #0}, 
Ar = {a € ZL Aa) = 0}, 
就 可 得 到 K ACR Bb A XX- A 张 成 . 记 
G=-6 +P 
是 3 的 正 交 直 和 分 和 解 , 则 
{KE AS} 
就 是 ? 的 一 组 标准 正 交 基 , 仍然 记 
F = expp, 
并 记 
Noa = {pK EG/K, jal > PE Ph, 


Noa = iv E Viu = malple), p E Naato 
M = {v E Viu = Mlp) eD p E Pi, 
HF $1. 3 的 引 理 1, SH RMR 
Ai pi) feo) = pal prdess 
则 必 有 prH EK, ATR 
F:G/K — M,pK — pip) leo) 
是 微分 同 有 是 ,因此 Ni 与 Aa A. 而 由 (2. DMO 4 
Bt F i) Jacobi 行列 式 在 o=e 天 点 等 于 
detjr(o) = |] Ce). (2. 5) 


由 此 可 得 ,在 任意 一 点 pKEGI/K HUSA M EA malp) Ce) 
的 切 空间 上 计算 映射 下 的 Jacobi 行列 式 时 ,仍然 有 


det (pK) = | |e. (2. 6) 
ac ay 
这 就 得 到 了 M 的 欧 氏 体积 
MI = [I aof acK). (2.7) 
scat GiK 


而 六 .的 欧 氏 体积 则 为 
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Bal= ewf dx 


ee at 
= 本 Te 1N,,l. (2.8) 
TEN 
容易 验证 : 
NA) = NUK, 
从 而 可 得 它们 的 测度 间 的 关系 ; 


IN CAD| = Naaj K] 
RA G.G/K .K 之 间 的 测度 关系 ， 
IG| = |G/K} + |K]. 
从 而 可 得 
INC) = Nal K] e G/KM] 


= |N,al + KIT] ave. (2.9) 


aE At 


AA CHTERRAART.A GAN TH K ERA Riemann 
度量 可 取 为 G 的 不 变 Riemann 度量 在 天 上 的 限制 ,所 以 | 天 1 仅 依 
AT G. Ama. OA, ABT NEC BL. 
研究 en (oS ICR SRM HT 
ul (2) = erp zee» 
出 此 可 得 ,对 a 或 一 a MH ATLA 
(Xi (ed) = ede Xe, = 0. 
而 对 aE AS , 则 有 
(Kw) Ce) = eda, lX. Ye, 


a Foda EdE deo 
I f Zz 
十 y Cod (Eo) € x 


1 
一 一 5 Aa). 
出 理 可 得 当 aE A 时 ,有 


$2.1 BAER Le Fourier BRP RITA 


(Rule) 一 一 + Aya), 
38 (i BY OK 4 Be A m eT 
wh (p= 1— S| Seiya) + FIA) 


seat 
+ OC|X FPA, a2), 
其 中 p~expxX, XE, 


X= DS (aXe ye) |X| = ( Dt of)? 


oe ay ee at 


AL TE Se SR A PE. AE TE ro 0, {E ae ay 
exp, |X] <li rı ~ expX — expXK 


BE Oy RR A. TH. 10h, AE BO M 


jz 和 lyel bf/ MNT, a E At 
时 ， 
3 1 

| 27, Ce | > 人 

HY aq his Ao by M. 
2a} >, 1/,a) SL Tas 

AE BY 

并 置 


N= lexpXK,X = S| (aX, + YK a) > 


of af 
(zl » |e! <a (Asay?) 


N,= {Pal plea) sp E Nas 
就 有 NCP HY HENKI, 


由 此 就 得 到 
N, 《一 Noa 
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C2. 10) 


(2.11) 
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yh 
Nol = [| aaf d(pK). 


由 《2. 11) 式 及 G/K 上 的 C FEM E MER, Way eS 2. > 018 
当 小 时 ,有 
|, dee > 六 a [TT ae” 


+ 
re 4, 


AP s EP WER. ABB 
RAR- La = Cy > 0: 


由 此 推出 
leal ce Co > 0. 


x BME INCA | 的 下 界 估计 ， 


INCA | > CK I| TL Asad. (2.12) 


et at 


现在 来 估计 
If (Àg). 


re at 


由 引 理 1.8 和 引 理 1. 9 可 得 到 ,对 一 切 素 根 a,2(4,0)/ (ao) BR FEE 
负 整 数 ,因为 4 是 不 可 约 丁 表示 o 的 最 高 权 , 从 而 必 为 支配 权 . 又 
对 一 切 吉 根 a, 有 

2(6,a}/(a,a) = 1, 
MERR Ga ,a€E +} 是 仪 由 G 决定 的 正 有 理 数 的 有 限 集 . 再 
由 根系 的 性 质 : 每 个 正 根 * 均 是 素 杠 的 非 负 整 系数 的 线性 组 全 , 且 
至 少 有 一 个 系数 为 正 整 数 , AMER GC 决定 的 正 数 6,24 a€ 
A 时 ,有 

bA + ĝa) <= Ara) = A+ 6,4) 

成 立 . 而 当 cE Ar 时 , 则 有 

(A+ é,a) = (ĝa). 
由 § 1. 4 的 命题 1. 17 的 不 可 约 本 表示 的 维 数 公 式 


wl wh. 


$2.1 BER EM Fourie BRAUER 


dy = [La 十 8ra) T00 


ai ti 


就 得 到 
a, 一 [part ra| TI 6.2), 


MRR FE ER HG 决定 的 正 数 ac M bc tE 
a; | | AD Sdh <b] Aw. 


sE Ay 2E 4, 
将 上 式 代 入 (2. 12) ,并 取 4c 一 cacCo| 天 | ,就 得 到 
[NCA | 2 Agodi’. 
另 一 方面 , 击 


inwis] lu? Cr) dx 
A Nid) 


=< | |a (2) [dx = di', 
tr 


可 得 到 
Ca | = 4d. 
这 就 完成 了 定理 2. 4 的 证 明 . | 
2.1.5 定理 2. 3 的 证 明 
首先 构 作 使 定理 2. sai G ERR. 


对 每 个 AE 已 , 作 一 个 G 上 的 COR mna) EIS 


(1) suppe CNA) ; 
(2) 存在 M(ACNO). MQ PER 
IM(A)| = = IN(A)|, 
B24 re MCAD 
galr) = 4d} t AG' 3; 
(3) Oo) ddl? Ag). 
HHFA H 万 (z) 为 
Jir) = g(x) ul, (T), 
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M LAEL*(QOAA 


WAll,= (| 


| 
-| 


ip 
| faa) az) 


ir 


lif 
| Jes) [Ps jeh Cx) dz 


而 六 的 Fourier 系数 ch (OMA FR HT : 
A= | fe) A (edz 


= d | g,Cr) eh Cx) dx 
G 

bad 

<4Aagtdt”? | lake) ldz 
1s 

= 4Acz'd? Žž, 

ch (f) = | fi El (xjdx 
= d? | ec leet, Cx) |*dz 


LL 
4Azid?*? | uè (xe) [Pz 
MLA) 


id? FIMO) | 


V V V 
S 


Ag'd? P |N (A)| 


e(A) = sup {6}, 


11.50, 


并 选 子 列 


mm ~~ A meh: pT 
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Aas k=l, G, 
a EA EK FOF ~ 
i 和 12 Cr, CG, 
其 中 工 , 由 $2.1 的 2. 1.2 小 节 里 关于 定理 的 说 明 中 的 (iv) 所 定义 ， 
于 列 { 加 ,站 二 1 ,2,…}) 的 选取 满足 以 下 条 件 : 
C1) nitel Esas] on 是 GG 的 维 数 ; 
(2) 取 正 数 a,0<a<<1 ,使 下 式 成 立 ， 
EM < CE 
(3) 当 peek +iBt Xf s—1,2.- 2 A 
sup fein ) | <1 
E DORR PA AL) BEA EAR BY. Be AL A, CR, JF 
使 以 上 三 个 条 件 成 立 . 因为 fF Ce RR ATID [A| > Loot 
有 
sup [ci fa) | — 0, 
对 s=1, 2s: k R. 从 而 可 找到 共同 的 正 数 Ay, HY AE G 
Cay AGT) A Al Ag XT s=1,25°58 
sup fei (fa) [去 1 
均 成 立 . 又 因 为 e(4)-*0, 对 任意 取 定 的 0<a 志 1, 存 在 正 数 B tE 
当 Ae Gat ACT.) A ALD B, Be (A) <aetd,). 同样 可 选 正 数 C 
使 当 AC G( 或 AET) 且 |4| 沁 Ci 时 ,条 件 (1) 成 立 . 从 而 可 取 
N, = max{A,,.B,,C,}, 
fi 24 AC GOR ACT AIALION, BY. PREC). (2), (DH 
立 ; 从 中 选 一 个 为 A. 依 此 递 推 ,符合 条 件 的 子 列 {， 上 二 1,2， 
… 即 选 得 . 
再 选 数列 { 人 5， 天 一 1,2,…} 使 适合 
D a At] EHH n ER G 的 维 数 ; 
(2) ta | Angi tO] >. 
显然 , 取 
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in| + 81 KZL enh t+ Al, 
f 


BN Ay fH C1). (2E. 
HERR h Riesz- BEY FFA ENR 已 Cz)? 如 下 : 
Fix) = SADS i) 4 


k=1 


其 中 
SEd = >) rla 6/994 dims f@). 


1c 


在 和 2.3 节 中 证 明了 
ISAO = UST + LAN; 
及 证 明了 
A = supiStl| <+ °°. 


IF le PEAD S74 IL 


<> seQ sell > A, IL 
A=] 


< S\4e(A,AIGAS! 


k=] 
< e(a, )164AA7' 
| — a 
= 64 e(A,)AAG’, 
l— a 
EI FELG). 
以 下 计算 下 的 Fourier 系数 ,有 


chCF) = | F@ er (odz 
一 Sea] 83h, .2 er (odz 
r=1 


= Ded] Shh sr) A da 
rok 
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一 procera — Bia + EPPA). 
由 引 理 3, 当 1<cz<2 时 ,有 
ACD MESTAT 
其 中 性 /fp) 十 {1/7p)==1， 由 比 避 解 出 
AA I< dt tA, l< 16Ag'd? +, 
将 ci O BEREA AE ch (POWER, B 


IAS DAADA) 


rs 


S 4eCA,16AG di Da r= 


= PEATADA] |. 


再 来 估计 | CF)| 的 下 和 界 , 则 有 
eA (O |B ADA — Bla + 8]? fe AD 


一 > aaa lei A) 


# 至 业 十 


3 工 _ 工 
= gy BOA idi ; 


— Ñi ea agaz tat 


Fr 一 点 十 1 


一 > 一 64+ — ‘le(Adg * 
> (dt t, 


只 要 取 a= ho Ag 即 可 . 

现在 易 见 下 的 Fourier 系数 使 定理 2. 3 的 第 一 个 不 等 式 成 立 ， 
i 4RAEIA=1,2,--Rt,F Fourier 系数 就 使 定理 2. 3 的 第 
二 个 不 等 式 成 立 , 这 就 证 明了 定理 2. 3. { 
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$ 2.? Poisson 求 和 公式 


TER EN EB DAT op OT OP, Pa Bt a 4) HA PRE A EB 
群 上 的 调和 分 析 的 问题 是 一 个 基本 的 方法 . 这 时 有 两 个 考虑 问题 
的 方向 :一 是 先 构 填 出 群 上 的 核 函数 ,再 确定 核 晴 数 的 Fourier 系 
数 : 另 一 是 先 确 征求 和 系数 凤 核 函数 的 Fourier 系数 ,再 确定 核 国 
数 , 这 就 是 蓝 异 教授 在 本 群 上 的 调和 分 析 中 建立 的 .并 被 华 罗 球 教 
授 总 结 为 信 个 字 的 “从 和 到 核 ”与 “从 核 到 和 ?的 方法 . 

本 节 运 用 Cartan 子 代 数 上 的 Fourier 变换 ,建立 起 紧 致 李 群 
上 中 心 函 数 的 两 种 形式 的 Poisson 求 和 公式 , 它 给 出 了 Cartan F 
代数 上 中 心 函 数 的 Fourier 变换 和 该 图 数 通 过 Poisson 求 和 公式 
得 到 的 紧 致 李 群 上 的 中 心 函数 的 Fourier 系数 间 的 关系 . 

但 是 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 本 身 有 着 更 丰富 的 内 容 , 例 如 华 
罗 下 教 授 在 ¢ 多 复 变 数 函 数论 中 的 典型 域 的 调和 分 析 》 中 建立 的 
Poisson 一 华 核 ， 以 及 蓝 界 教授 在 本 群 上 的 调和 分 析 中 建立 的 
Cesaro — Æ E . RA BER Cartan 子 代 数 上 的 Fourier FH AH 
来 研究 它们 . 

另 一 方面 , 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 中 还 有 一 类 重要 的 算 子 , 例 
如 Riesz 变换 、Bessel 变换 以 及 奇异 积分 算 子 ,它们 的 核 旺 数 均 不 
是 中 心 函 数 , 也 不 能 简单 地 用 村 下 中 的 方法 来 处 理 ， 

国外 一 些 学 者 "用 李 代数 上 的 Fourier 变换 研究 紧 致 李 群 上 
的 一 类 中 心 乘 子 . 我 们 要 说 明 ,他 们 的 结果 实际 上 已 包含 在 我 们 的 
Cartan 子 代数 上 的 Fourier 变换 方法 的 结果 之 中 , 昌 Cartan 子 代 
数 上 Fourier SRW AEBS SRM SR. S IRA RAHA. 
2.2.1 两 种 Poisson KMAF 

设 G 是 一 个 连通 的 紧 致 李 群 ,4 是 G6 的 李 代 数 , 荆 是 8 的 一 
个 Cartan 子 群 ,是 全 对 应 的 8 的 一 个 Cartan 子 代数 ,G 是 G 的 
PERC. tg LAG REAR. 再 设 C AXE nT HE 
heey ry n=2m+r, HP m 就 是 9 的 正 根 的 个 数 , 面 rr 又 
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叫做 G HAR. GS FEM IZA 


A= expte f] b. (2.13) 
在 Cartan FAC b PAR — H he EE 
{Hy}, (2, 14) 
6 PHO A RAAB im: 
A=A,A, 十 … + AH, (2.15) 


由 8$1. 3 的 1. 3. 2AA H riie. Tee 5 FW Aw RS A 
LF] Cartan 子 群 上 可 积 函 数 空 间 LCT) PRATER 
:LB) + LCT), 
FEL) — Af € LT), 


Cie MA 
CIf)(exph) = > fA +4), (2. 16) 
ke A 
且 容 易 验 证 下 式 成 立 : 
_ S 
| car ) (dt— | a1 .cm (exph dh 
_ 1 


其 中 dt © Cartan PHT ER ABIL Haar 测度 , 久 是 31. 3 的 
1. 3. 2 小 节 中 定 广 的 日 中 了 的 积分 区 域 ， 
设 


Dh) = 工 [zisin $(a,h), 
ro 


PAD = (ah), 
b (2.18) 


P| 3) = lezi) 


a> 


D, th) = DAP (h). 
其 中 DURE. 90 PH DDH A RAR, 


2 

azp Zaf 
J 

5, EAA R. 
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22 (REX @ 上 的 一 个 中 心 肾 数 定 作为 ;至 多 除去 一 个 等 测 集 ， 
对 一 切 下 E88 和 yEG, 有 
f(y +X) = f(X) 
恒 成 立 . 其 中 yX E Ady (XR Rid. DW SCORE ETF Cartan 
FRED EAE AeA SD ERR Ob Eo Weyl R 
APRA BAR. 反之 ,9 上 的 任意 一 个 Weyl HEX PRH BH RK oT ME — HE 
拓 为 8 上 的 一 个 中 心 函 数 . 由 这 种 一 一 对 应 的 关系 ,下 面 我 们 主要 
讨论 了 上 的 Weyl FT PRAY om Fe. 
OH FAT Weyl 群 对 称 的 函数 , 它 定义 为 :至 多 除去 
一 个 零 测 集 , 对 一 切 产 E8 和 EW TH 
@Pialh)> = PCA) 
K. Mut dé Æ @ 4 Fourier SR. ED 
] 


OCH) = 5 
(27 YE” 


| @care mda, (2.19) 


RS 
P, Ch) = tO A), £ => 0. (2. 20) 
SU Ay FF a Oe SBE BEE 9 PLGA A Poisson 求 和 公式 的 定 
理 ， 
定理 2.5 Pb FAY Weyl 群 对 称 的 可 积 瞻 数 , 且 全 具有 
直到 m PHARA LAES. y E D Hha IDAE A Fourier 
M.D, 由 (2. 20 REM. K E GCELHP ORR. h TAE 
M: 
Kftexpa) 
(— 1)" 1Q a _ 
= Ez ODC) | 
Step LOLOH. 16) EM. ME KELGH K!) 
的 Fourier RA 
Kitz) ~ >) $A 8) dix). (2. 21) 


ce 


证 明 — RUSK DREE T LHS Be. (a $1.44 
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命题 1. 18 的 证 明 中 可 知 |DCh)|? 必 为 了 上 的 单 值 耳 数 , 即 对 一 


LEAR AEH, RB 
IDA +41? = (DUDE, EEA (2. 22) 
成 立 ， 
先 证 天 :C(x) 在 避 上 的 可 积 性 :由 GG 上 中 心 函 数 的 积分 公式 
| IKT Ide 
= wT GT é 2 
= y Lgl [Kt (exph)! + |D(h) |*dh 


ran 
WPO? 


2I\Plan 


HE (2, 227 和 (2， Daten 
| KP Cr) |dz 
G 


+ | DKA) |*dA. 


AKAS ) DC)- | 


一 —__1 ____[ EALA Ch) Dh) | dh 
[WPA oh 


[P| naka Ch) | dh 


GEAG Ch) ah, 


Se. 一 一 一 | 

Pd) (20) 83 

1 

P(O (2m) 78773 

因为 P| 37) 在 9 上 可 积 ,所 以 KIELAC). 
再 计算 Kf 的 Fourier 系数 , 则 有 


| Kic) TT dr 


‘ta7l. Ur Y (exvh)? 2 
-= iW]. Lail KtCexph) x,(exph) | D(A) | dh. 


因为 (exph) 是 TT 上 的 三 角 多 项 式 , 所 以 有 
XCexpth + &£)) = ¥,Cexph) 
MACH RREA 成立 . MA iw. 16.48 
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Mlexph}) = D/DA), 
所 以 可 得 
Ki(exph) X¥,(exph) | PCA) |? 
_ f= Dle] H 
PCO) (2K) 2" 
3 RAE ot Sk 8 a i» TS SI 


| Kt) Xr) dx 


{| Pi 5) @] (+) DC) | (exph), 


【一 1)" a 一 一 一 
=D" | pf 4 |) cay Ddk. 
TOYAN Eg | 
A st A Ba ee PSE Weyl 群 是 对 称 的 , 且 Weyl BHM FED 
LEYTE 4646 FR, ATLA 
P| LAGE 
在 6 上 的 积分 与 o 无 关 , wE 


| Ki@ ¥,(a)dx 


det ge —ielA+e) Al 


— 《一 1)" | P| 3e {he Pta Ode 
POOF, \ah J 
= PCA+ 6) 


— DB (haje tdh 
P(O>C2m) 2°" 9 


一 PELA 十 让) Jda. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . | 
现在 介绍 Harish-Chandra 的 一 个 公式 ,其 具体 证 明 采 见 参 考 
文献 [48] ,这 个 公式 是 
Xitexph) D CA? 
= ia| ereda, (2. 23) 
特别 当 A 二 人 时 ， 可 得 
Dh) = i” | eeredz (2. 24) 


$2.2 Poisson Ai 
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男 一 方面 ,(2, 23) 式 又 对 任意 的 EB 和 4 二 5EPD' Mw. HH rek 


是 Adc tho WS. 
Hi2. DRE K Ce) Fourier 系数 ,可 得 


| KtCx) Lr)dr 
G 


= ET f [P| 332] Dda 
WIPS (OnYzrJ NPR 
_ (— i)" 
[W POOT 
a 
SRE 
— {— 1)", 
|W | Pd) (an) 7" 
x | P| |] WP| en Utha Md adh 
4 dk G 


W [PENCE 


a — iiit, rA] 
x jaar] 3 | (| P e dr tdh 


= PUA + Pda. 

由 此 可 得 
PaA + 0)) = 4o| P| 2 
b ah 


2.) (h)P(h) Kilexph) » Dolhydh 


4 {| Pohye edz dh 
G 
—A fa WP A 
— G b Ł ah 
x j Pehe +da dh 
Li 
a 
5 


x {| PUR ye era id ay lah. 
G 


— Ac} BhP 


(2. 25) 
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EH, Ac=1/((W POCO). 


现在 设 
FCY ,不 ) 
= p(B] roa, 
利用 Haar FA APE. P48 


F(y + Y,hk) = F(Y,A) 
WHERE ACHR veCC.Y CaMV. 这 就 是 说 ,下 (7， 
天 对 每 个 取 定 的 产 ED 是 YE8a 的 中 心 函 数 . 另 一 方面 ,因为 钊 是 
Weyl 群 对 称 的 函数 ,从 而 # 也 是 Weyl 群 对 称 的 通 数 ,因此 上 # 可 和 白 
然 地 延 拓 为 上 的 中 心 函 数 , 从 而 (2. 25? 式 就 等 于 
aX) = 一 一 一 二 | BAIFCX, Ad, (2.26) 
|W | PCS) (ants 

H-H XEgq 成 立 ， 

科 用 上 面 的 结果 可 得 另 一 种 Poisson 求 和 公式 . 

定理 2.6 id. DAO, Se we. SPA Jo EG 上 的 


Pu pa Ee MA 
J#(exph) = rial 
PCE} (C2n} 2" 


x TI 中 je (OPC) (exph), 
则 JA) EL:(G), EEH) Fourier 级 数 是 
Jir) ~ 之 。 | daca +8—2-9))dxd,y,(@). 
证 明 首先 指出 ;构造 .并 (exp 下 ?的 8 上 的 函数 可 表示 成 
P| aka CPC 
= [| le) (DADA) 


这 就 是 说 ， 它 是 由 定义 Ko b bee Plo \e) (4) 
x Db) RAEI Do (A) TRI. 
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AHL. BRO See b LA eRe 


[P| A 到 OD DRY, 


其 中 s=Q,] PELER 而 当 5 一 0,1 时 ,就 是 定理 2 5 和 和 定理 2. 6 “ARS BA 
Ar. 

用 (2. lOO ARS I, EYE E G EKIPOA J C), 
5 一 1,2,…'. 使 得 J COA Cartan 子 群 了 上 的 值 为 


Jt (exph) = TI{{P] A CD DY | (exph), 


而 7?" C2) Ay Fourier 级 数 则 是 
Tf Cr) ~ >I. "| $A yy, +6 —- 
ice 
= y t Ody dyd aE). 
现在 来 证 明定 理 ,注意 到 
| Po | 1, 


所 以 六 (zz 的 可 积 狂 的 证 明 与 定理 2.5 中 的 证 明 完 全 相同 . 再 计算 
JIC Fourier 系数 , 则 有 


woe Xtr dr 


(一 ann OPY 


X X lexph) | D(A) (dh 


m a 
= (— 1) acf (P 3e) OPC) 


x Xfexph) + DDD dA. (2, 27) 
将 (2. 230 (2. 249SRARA C2. 279 LH G EH Haar 积 
分 性 质 将 它 化 为 FX DHA’. B 


REG yada 
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ym I 
= aaf Jhe aje 
x P Ae ATO tied rd ydh 


D yy 3 
= {— 1) aca | | | P| aka (h) 
x P (hje uti drdhdy 
mi 
= Acd,| | BP] a 


x (| Pih jenna ro Dde | dad y 
Cr 


= Acds| | 9, (A) 
= d| ea +é6—ax-é)da, 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， | 
2.2.2 {mel Poisson KAA 

在 定理 2. 5 和 定理 2. 6 中 ， 若 取 SAS LHS BR, Il 
(CR 也 是 上 上 的 径 向 函数 ,这 就 得 到 了 日 上 的 径 向 函数 的 Poisson 
求 和 公式 . 在 本 节 中 ,从 另 一 个 角 凑 来 讨论 于 的 径 向 函数 的 
Poisson 求 和 公式 . 

按照 Bochner 的 方法 设 6) FEE MELO, 十 cc) 上 并 满 是 一 
定 的 可 积 性 条 件 , 令 


Htc) = ARA < wel (au) da 
C dọ C 
n et $l ur ,Condu, (2. 28) 
a 
再 令 
Wite) = Hite) fet, C2. 29) 


HP J. GOE s BA Bessel 函数 . 
$182.6 设 加 是 [0, 十 oo) 具 有 直到 | 十 之 | 阶 连续 导数 的 
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ARN APEEEIER AD OF ec 0. de. 
(1) 对 k=0,1 m [s+], VER gy k MFR RU 
F | git (x att | du <=. A. 
(2) 4 a= [sts | 时 有 


l 
w tidu 


ge 


u 十 =| — $ (x) 


+ 


<a i] 
则 可 得 (2. 28) 式 中 的 Hite) 适 合 
Hite) = O(c to), (e+ 00), 
Hitec) = Olt), = (e+ 0), 
其 中 s 十 1 为 正 的 整数 或 半 整 数 ,[x] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 
证 明 由 Bessel 图 数 的 导数 公式 
d 


qe te Jeti (z)) = 2° Jz), 
对 (2, 2 RAB — Ph SRO RRS 2k. aA 


Ye 一 《 一 rte f” ggo E JaJa du 


aye] gi) = wf ludu 

十 

+a g = ut +, Cade, 
+ 


对 上 式 右 端的 积分 作 变 量 置 换 u/c, R PAR u, BS 


Hite) = cial 《一 Lt | “a? (uae Joa Cow dg 


+ a,| gD wll) du 
+ ethene 
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十 aii | BOUT], leu)du 
= i 十 qs 
其 中 S E ai sa EAX IK H F $ 和 È 的 常数 ， 


A 
i 一 ttl f Be? Cae ut "J p leuddu 


A, fe 

+ af P DCJ, Cou du 
0 

+ EF EE T 


Apre 
+ eeu) de}; 


f= ti te | AE Gaede OT Co de 


+ af , PDCS, a Cou da 


+ af Mi (aJ tt +], Cou du | , 


式 中 An HIE RR o> 0,1<k< [s+ |. 


估计 yi 因为 Po Cu) a 6° Ca ZELO, 十 eco) 上 连续 ,又 因 尖 十 
4 二,vs(z) 也 在 [0, 十 co) 上 连续 ,所 以 存在 由 及 ADEM 
IER A ,使 得 
ll S Aye. 


估计 I; 这 要 用 到 Bessel 函数 在 = 十 ce 时 的 渐 近 估计 , 它 可 
表示 成 当 2A ly. 


J plz) = V Hcos 


Ba . 
十 sin 
Ve 


a a 


ji ™ 
z get kn— 4 


l X 
z z6 tem 4) 
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十 D(z 2Y., 


用 上 式 估计 J, 可 得 
了 :一 o1} 
X (一 | $b” (react Teos cu 一 e + Ar 一 ri du 
Age 
TO ARD :一 二 i 7 
十 a,| fi (mdu Teosi cu 一 = Cs + kn — T | de 
Agit 2 d 
十 sewers 
十 an| di Cadu t 2 —*cos cu 一 Les + bin — = du} 
AgiE 2 4 
十 bettie 
x te | By sin| ca 一 tes + £m 一 下 | du 
Aft 2 4 
十 af E-P Cuu sin] cu — Cs + Jn 一 Z | du 
Adie 2 4 
f s+1/?—e#o: 1 7 
十 af fo Cte vez sin| cu — —ts + kn — —|du 
A, je 之 4 


十 onmin A (— 1 Cre dee TOC] Yde 


0 c 


+ aif Bm Cael OC] du 


+ ai| BUDU OC du 
一 rE + Ia. 十 igg. 
其 中 ARE RAY ERTS AE RY AP 


PMLA LS OD HERTZ AOE. 而 当 
“> Aft 时 ， 有 
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OF cad se 081). 
在 对 a I 的 居 计 中 要 用 到 


| fa) (eu + bau 
Agile sin 
=| f+ nfo)? (ce + n/c) + b) dt 
CAE sin 
__ 全 fla + n/c) (ea + b)du 
CA — wfc sin 
一 一 | fle + a/c} COS Ceu + b)du 
Agfc sin 


CA, rd 
+f f(a) COS ten + Addu, 
Aydt SIT] 


Hy E BD) 45 2a} 
27 = gtii 


x tor mae OS? Cu) uti — fu + ncy tE) costeu—b)du 


J 


+ af PTD Ca) T — (u + nfe) + | cos(cu 一 bydu 
十 ev。 


十 aa Pudl yt- — Cy 十 Ace+ 全] cos (cu — Edu 


(DEO ($8 Gu) — WP Ge + fed) Cu + ayey tt 
xX cos (cu — bdu 
十 a} (APD (ae) m PEP Ge + n/c)) Ce + a/ey F 


x cos (cu — du 
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+ ai] [一直 Ca 十 ne) Cet n/c¥ ritcos (cu— b)du 
1 


十 xz 十 1 一 一 本 


tt Ae 1 
x K- f A ludat costeu — bdu 
Ag 


{Ay Em 1 
十 a,| $4 Dun Teos(cu — bdu 


Aate 


(At 1, 
+ a, halua tT “cos(exn — bdu 
A, fe 
ñ 


= Jy 十 Ja + Js 
其 中 BSA Cut /OOn KRAFT HRM SALES 
A PMU pe Cet r/o) 的 函数 因子 的 积分 项 之 和 ，J 是 在 


[Ao/es (Apt) /cj 上 积分 的 BRL AM b= Ssh) etn /4. 
J 中 和 省 项 积分 的 因子 Cw 一 十 r/c)" 的 指数 a RH 
a 二 s 十 也 一 s+3—k+1, arts s+. 
而 正 整 数 | s+ S|, AME a0. 于 是 可 得 
u — (a+ r/c) wl — C+ xfeu}) 


一 一 or 1 十 ol 2 
一 一 anut? ETT OC), 
其 中 0<9<<e< i, 
将 以 上 的 估计 用 于 吕 的 各 个 积分 ,由 引 理 的 条 件 , 六 的 各 个 
积分 中 的 被 积 炒 数 均 在 [0, 十 oe) 上 可 积 , 从 而 可 得 
LJ, | < Byte ie 


而 由 引 理 的 条 件 易 得 
J| Byte + [Fd 
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由 了 的 估计 又 可 得 
[J | Bc, 


所 以 取 下 一 [ss 十 372] ,就 得 到 了 
| Io, | == Ole Ute) {e+ co), 


用 与 估计 天, 同样 的 方法 ,可 得 
| Ev | = OFT Ce + œ), 


|a| = OCCT?) Ce +4 co), 


1k PLT BM 
H| = Ot 0) (Ce +4 co), 


这 也 就 是 
H (e) = QC NOY) (e — + co), 
当 < 一 0 时 ,将 (2. 28) 式 第 二 个 等 式 右 端的 积分 分 成 下 面 两 部 
分 : 
oO Cue Ceu jdu 


Agit 
= tl | Boa Cou da 
0 


+ | Holadu tJ, Ccu Jdu 
A, e 


=], + 1,. 
由 Bessel 函数 的 级 数 表 达 式 


(1) 1 
LO = 2) PG ERED 


当 s= sm A 


i= enf g (wut! ,f cos (cu du 
1 。 0 zcu 
2 41 [Aor 1 
= al :| $d nu t Ecos (eu dr, 
a 


可 得 s=—— it 


z gis 
+? 


2 
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I, = Oct) (c+ 0). 


而 当 5 二 0, 方 :113/2,… 时 ,J.《ew) 在 [0， +o0) EAH Mites 


fy ft 
hl Bet fy (ee eet? [dex 


1 for 1 
< BAE], |a Cee due? tE jde, 


EE BAER, HSER A a BY sont. A 
I, = Ofe*T) Ce 0). 
对 无 的 估计 ,由 cuz Ah} 
J,(cu) = Ol (eu)? ) » 
即 得 
LIS Bef golut du, 


于 是 得 到 
I, = Olet?) (Cc— 0). 
国 此 , 当 * 十 1 为 正 的 整数 或 半 整 数 时 ,有 
Hite) = F + I, = Olet?) Ce 0). 

这 就 完成 了 引 理 2. 6 的 证 明 . | 

利用 以 上 引 理 ,可 得 下 而 的 径 阿 函数 的 Poisson 求 和 公式 ,其 
HG RRA r 的 维 紧 致 李 群 . 

定理 2.7 B 如 (ww) 满足 引 理 2. 6 中 ;一 去 n 一 1 的 条 件 ,$Ch) 是 
PCADPEC2. 19) RE XH Fourier Æ% , H 

PA) = 4, C|A]), 

则 有 ; 

(1) PUD=W, CIAL SEW) CA DHC 29) 式 定义 ， 

(2) 设 KOE PA =W, A PRR E2. 5 定义 的 和 上 
的 中 心 函数 , 则 有 

| P| ALA W = (DPW GTA. 
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证 明 由 Bessel 函数 的 导数 公式 
E ale) = — z7], (z) 
可 以 得 到 
{whe = A| [Bo eude Cou) -了 (caodz 
C de D 


o Fharr * + Ceu) ,ten du 


一 一 o| h Cade t], Cou die 


一 一 H’ Ce fet? = — cWf ic), 
继续 求 导 ,由 上 归纳 法 可 证 得 递 推 公式 
dit 


{ $+ | 下 
一 > (— 1)***(2p — 1)! | so Wi plore’ *, 


其 中 (一 11 二 1， | | a p1(m 一 p)1). 将 上 面 的 导数 公式 用 
于 以 下 的 求 导 , 可 得 


2 eye er 
P| A (WA hI) 


Lee] 
= D, Wi AD (= AG), (2.30) 


其 中 AG) BAD mzs 次 的 齐 次 多 项 式 ， 特 别 地 ,有 AC) = 
P(h). 


由 (2. 30) 式 左 端 P| 35.) 是 Weyl BERLE RK MO HF BTL 


(2. 30) HY 4 eg dE Weyl 群 反 对 称 欧 请 数 . A ABS so 
(2. 30) AP aS Se Al RHE ICE C2. 30) 式 中 的 每 一 项 都 
是 Weyl FRU RH RH, FRY ASR ACR P) EB. 而 
slit. ADAR R Sma HR m 是 P05) 欧 次 数 , 从 而 当 
5 六] 时 , 必 有 A(s)=0, BY 
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| 
Z $ 一 1 

P| 车 | (We NALD) 


= (— DIPA rh ALD. 
再 由 
BR) = 1 Wh Ald. 

这 就 证 明了 定理 的 (2)， 

至 于 定理 的 (1), 由 于 引 理 2. 6 WEA] ) 可 积 , 由 Fourier 变 
换 的 唯一 性 即 可 得 证 .1 
2.2.3 Abel— #65 Riesz- HR 

在 定理 2.7 中 , 取 AGH 

plu) =e“, Reb >O, 
就 得 到 广义 的 Abel RH Aoo EEM. 7 中 取 各 (为 
d (u) = (1 — ut), Rea > 0,Red > O, 

讲 得 到 广 作 的 Riesz— JER Ki ir). 

a, Abel — RH A.(x) .Gauss — JH A? (2) fl Riesz 一 次 
WK (x), 它们 的 Poisson RAAT] LAB AA Hse HOR. 

定理 2.8 GERA rE n 维 紧 致 李 群 , 则 G 上 的 Abel 一 
ER A,r), Gauss — BRK A(x) fl Riesz — eR K? Cx) Poisson 
求 和 公式 是 


A,(exph) = BII DA)’ | Cexph), 


Af(exph) = BHi le tre "Dp, (hy! | Cexph), 
Ki(exph) 
= Col {ee [AHF Figg ae [A | Doh) \(exph), 
其 中 


B= Ac2eT| 5G 十 D] | LR, 


B, = A272", 
C= Ac2° DOO 十 13 里 
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Ag= (— DD"IQ|/ Cony PO8)) 5 
HLL A OC. IAE. 


$2.3 Fourier 级 数 的 求 和 与 Peter-Weyl 定理 


通过 上 节 中 的 Poisson 求 和 公式 , 当 多 和 外 适 人 台 一 定 的 条 件 

时 ,就 定义 了 连通 紧 致 李 群 上 可 积 阴 数 的 Fourier 级 数 的 由 平均 ， 
设 FELG}, W Fourier BRE 

f(a) ~ S$ dir fia), (2. 31) 


ach 
则 了 的 pF 
SHCf sz) = D PEA + EATrC fie). (2.32) 


eÊ 
而 对 于 广义 的 Abel — 385744 , WRECZ. 32) 式 中 的 B24 十 6)) 
换 成 
PEPA HED, b>, 

这 一 参数 的 变换 不 影响 H- PREE Mii — hist Reb >0 
时 ,仍然 采用 定理 2. 7 和 (2. 32) 式 的 形式 . 
2.3.1 少 平均 的 收 伍 性 

在 讨论 连通 紧 致 李 群 GE ERRAN AELIC) 的 Fourier 级 数 
的 PAE SY (2. 32) 的 收 伍 性 质 之 前 , 先 给 出 ELG HI Lebesgue 
点 的 定义 ， 

为 简便 起 见 , 对 每 个 XEG, 用 |x | 表示 x 与 乏 元 e ZB Rie- 
mann FRR. fELCG),.<zECG ws 


time 一 | Fay — firyldy = 0, 
i |y l aie 


HP { |y|<e} AR G 中 以 和 纪元。 为 中 心 上 为 半径 的 测 地 球 ,dy 是 
G 上 的 规格 化 Haar 测度 ,aa 是 上 G 的 实 维 数 , 则 xz 称 为 让 的 一 个 
Lebesgue 点 . MARAE HB EL(G), 则 至 多 除去 的 一 
个 零 测 集 后 ,所 有 G 的 点 均 为 的 Lebesgue 点 . 特别 是 ,着 在 
G 上 连续 , 则 每 个 xEG 均 为 了 的 Lebesgue 点 ,于 是 可 得 光平 均 
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的 以 下 性 质 ， 
定理 2.9 B GERA r 的 x RASH. SELOG. XK 4, 
pH Ki Mee. oP EX. AS SOS: 
(1) 存在 正 数 A>M e>0, fF 4 6 OIG 


D | <4 


] gete 
1 十 加 

pay P| A jeu|<al sha) 

ah 1 十 | 天 | 
(2) 8C0) 一 1 

则 有 

SH f£) = K!» fla) 

= SY PUA + dd,Tr( Aipa) (2.33) 


EĈ 


成 立 , SAR ER ee et a, H r A Sf W Lebesgue 点 以 
及 

[ IFD DO) dy <+ 00 
时 ,有 

msi ,zx) = Fla), 
从 而 Sif.) SLAF ARE ab Be Cr). 
证 明 由 于 Yalar) Jeda ATEL H 
Tr¢ fp(x)) = Rx fx) 


一 | nC Fay Vdy, 


| Tr¢ Aaa h| fey) dy 
= dal fil. 
LAFFE EN 4。, 使 得 
d,<A|A+a|", YAE G, 
从 而 可 得 
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>> [SGA + OD [dil Tr for)) | 


Tai 
<A, [FCA | + A+ Ol 


ice 


<1" >) AA 


ic? 


= mA A| | 
a 


r+e 


—  . 
| 


1 e+ f 
El h 


=p "AA 1 | th <t 
<ALL TE Ta} ae Sto. 


这 就 证 明了 级 数 绝 对 一 致 收敛 ， 
当 工 是 了 的 Lebesgue 点 时 ,有 


= | Kt fay dy — f(x) 


= | Kio fay? 一 fir dy 


+ (Ad) — 1}7 Cr), 
因为 不 0) 一 1 和 连续 ,所 以 只 需 证 明 


limf KD f(xy!) — F(z) dy = 0. (2. 34) 


用 引 理 1. 20 定 文 的 投影 算 子 N.A KoE G LHP OR 
数 ; 战 四 得 


| Kt Wf ay dy = | KEOS Ydy, 


| Kt fay 一 (zx dy 
— l |g h 
WT - 可 | Ke > 
x (OH FN (exph) 一 fCxr)) | DCA) [Pda, 
再 由 定理 2, 5, 就 得 到 


$27.3 Fourier RAHA 4S Peter-Weyl 定理 


| Kto) (Fizy — fCxdidx 


og 一 一 
一 Ac| | P[ 5} 2] 0 DG 


x (HF) (exph) 一 f(xy) dh 
现在 记 


Wh) = Pl FI) e} hy | PO), 
则 有 
a _ F 
UEALA Ch) = POF Gh). 


而 由 LEXE 
CH, f) e) = (Hf Cexpo) = Jie), 
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(2. 35) 


(2. 36) 


(2. 37) 


HIR. A WAFER RT G 的 正 数 ao 和 a, fF |A) ah}, tE A 


1 SaPA / DA) = ais Y | A = do. 
AFL Ee RA (2. 34) 式 左 端的 积分 ,就 得 到 


| Ria Cry) — f(r) dx 


sahili 


X [Hf a" 一 f(a) |dà 


faa thena t] 
[A |= rE A Eag LIA 


一 I, 十 i, 十 了 . 
先导 计 六 :由 《2.36)7 趟 和 生理 的 入 件 
一 Ac{ "IPG RI Ph) DD 
[rb 


44 


| ca) Doo | 


= Ae 


x {J Cexph) 一 f(r} [dé 


< Acar] 
|A | =a 


O É 
whet KT] 
x (Hf Cexph) 一 f(r)) dn 


十 中 下 一 
IPD Dh) 


(2. 38) 
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< Aarf h|- P(A) DOR) 


|A| = 
X ( (Hf) Cexph) — f(x)) idk, 
注意 到 当 &E 4 HAO ARIT G AER M bE, ETF 
ARY: 
bi |e] & supi jk + hl} Silki, DÆkRE A. (2,39) 
此 外 还 有 
PDI S dalr] [iel 


成 立 . 由 此 可 得 
LS Bet") ID) 
x |H, exp) — ftr)|dé 
= Be|Q| [W |t 
x {| FEDI + DO dy + Lf |}, 
EP AA | DOGO | 是 了 上 的 Weyl 群 对 称 的 函数 , 它 唯一 定义 的 G 
ER Ub es atic 4 | DCr) |. BRA Dd | ELG, ATL 
ERER cEG. flay IDG) | EN yEG HBREG 上 可 
积 ， 
因此 在 定理 的 条 件 下 , 当 上 =0 时 ,就 有 1 一 0. 
Akit 11: (2. 38) 式 ,有 
L= Ac) t*|Wor APA) D 
| AR ee 
x (CH, f.) lexph) 一 £Gr)) |dh 


< AcAa,t~*| [CE f,)(exph) — f(x) | 


pale 
x [DCA)|*da 
= A,Aa, |W} + IQ |e” 


x | [fayd ~ fœ ldy, 
由 Lebesgue 点 的 定义 ,就 得 到 当 on} Io. 
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最 后 估计 了: 则 有 
L< Acat*| eh) | 
1 |È 


pe 


x |H Cexph) 一 f(r} + | DC) [dA 
< AcAayt"| | 中 | 一 
re, lalag 


X | CUI f,)Cexph) 一 fCr)| + |DCA) |’dh 
< Ac Aayt! (“uw 


xf [| UES.) expuo) — ftx)| + | Due) | dodu 


ag 
一 Bee| g "E! 
f 


~ 4 [fry nD — fla) |dy| de 
HJ |y| 过 = 

一 Bo'az" | p [fry n — fla) |dy 
— Bott" 


x f I flay) — fæ dy 
+ Ben + eet | ao 


x { fy) — Fa) |dydu (2. 40) 


其 中 B= AcAa, |W | QI. 

在 (2. 40) 式 最 后 一 个 等 式 右 端 的 第 一 项 ,因为 :一 0 时 :一 0， 
所 以 趋 于 零 . 第 二 项 由 于 Lebesgue 点 的 性 质 ,在 :一 0 时 也 趋 于 零 . 
对 于 第 三 项 , 则 对 任意 的 80, 存 在 ?>0, 当 0<xz<? 时 ,由 于 
Lebesgue 点 的 性 质 , 则 得 


Fu) = | _ [Eizy D — Flr) ldy < ta, 


y| 2 


从 而 
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| LA Cay!) — f(r) |dy 
E _ 1 
< Eef u 1~ edze 


ZE 1, —f yr 1 
= 36 zta 7 <p’ 


而 对 固定 的 9, 有 
tt | uF Cu du +0 (+0), 


AT FEE B, ABO RA 
l 


tu F du <i +b. 
y 2 


XA ERA Sot ORT SRS TPS. BP tc ON I, +0. TE 
证 . | 
推论 2.1 假设 与 定理 2. 9 相同 , 则 当 f€ L(G) 时 ， 
limS?#(f,2) = f(x) 
对 几乎 所 有 的 xEG 均 成 立 ; 而 当 了 EL*(G) 时 ， 
limS?(f +x) = f(x) 
对 上 的 每 个 Lebesgue SHIAM. , MAT TILA ab eb we 7. 
2.3.2 Peter-Weyl 定理 的 证 明 
由 2.2 和 本 闻 中 前 一 小 节 中 的 结果 ,就 可 证 明 Peter-Weyl 
定理 . 注意 到 § 2.2 中 的 结果 并 不 依赖 于 G 上 隔 数 系 (1. 100) 的 完 
省 性 ,而 定理 2. 9 的 结果 也 不 依赖 于 靖 数 系 (1. LOO HSE EE. AI 
在 Petet-Weyl 定理 的 证 明 中 可 应 用 上 述 的 结果 ， 
现在 来 证 明 第 1 章 中 引 理 1. 2376 SKA Peter-Weyl 定理 ， 
在 第 1 半 的 1. 4. 5 小节 中 , 曾 讨论 过 GG 的 权 和 支配 权 , 从 该 节 
的 讨论 中 可 知 ,G 的 权 的 集合 就 是 
Uae ). 
S m AW 中 使 AE GRIME FEW AEB a AE G 
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FP SEY m=1. m A Pa BT A 
L<in, S |W. 
再 令 


Ck) = Sete AEG. (2. 41) 
站 三 于 


出 当 了 是 G BY Cartan THT LA Weyl 群 不 变 的 函数 时 ,f 的 多 
重 Fourier HE 
f(exph) ~ >) aCA). (2. 42) 


act 


不 妨 设 f Cexph) ft T EM C”. a te hd AN ek 
G 的 权 , 当 限制 在 AEQ 上 ,DR) 至 少 定 义 了 TT 上 的 Weyl 群 反 对 
称 的 有 界 函 数 .同样 地 , 令 


Dasih) = > detge tta», AEG, (2, 43) 
cow 
EHEC EEEX TEN Weyl BF ST PRR A HF eS» H 
(Dhar A AE GH (2.44) 
是 T 上 的 一 个 正 交 函数 系 . mM CHOAMARB RAM HEM RAH 
Xexph) = Dy (AD /DCA). (2.45) 
于 是 当 flexpAtE T ECR. A 
f(exph)D th) 
= > aC yD). (2. 46) 


ace 
考虑 AC GR COD) WEE b E Weyl 群 反对 称 的 三 
角 多 项 式 . 由 第 1 章 的 1. 4. 8 小 节 中 的 引 理 1. 12. 引 理 1. 13 和 引 理 
1. 1 和 4, 可 得 到 Cath)D(8) 是 有 限 个 基本 反对 称 三 角 多 项 式 的 代数 
和 ， 它 们 的 严格 支配 权 是 A 十 8 和 某 些 4 十 at8)， 但 是 由 引 理 1, 15 
的 证 明 中 知道 
ad} =o — py, 

其 中 gz RRELA, MM eG OR BAE Ae EO 
AL. AA HE — Lo 均 有 

2(d,a@)/(a,a) = 1 
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和 
204 一 pt,a)/(a,a) = 整数 ， 
从 而 要 使 A— p+ ê 是 严格 支配 权 , 就 必须 是 
A— HE GG, 
当 Gg (AKA AE GH cA 十 6 必然 不 是 严格 支配 权 , 因 为 这 
BPR AG RH = lay. G< PORT RE w ,使 得 
2 (ofA) oN/ (a) S— 1. 
因此 可 得 
CAIDA) = Dy BD,ralh), (2.47) 


w= a+o( f—SE G 


FH |b, (<< [W |. 这 又 表明 了 每 个 pE 人 至 多 出 现在 No (|W 14! 84! 
/了 isi 个 不 同 的 XE Conse (2. 47) 之 中 ,所 以 当 了 在 了 上 


CRT, (2.46) > 
>) laf) | <+ co. 
ace 


将 (2, 47) 式 代入 (2,48) 则 得 到 


Flexph)D(h) = >) CA Das), 
ace 
其 中 OGNARA at 让 之 和 ,从 而 有 
>; [GA | <+ co， 


ACG 


这 就 得 到 对 Weyl EXTIA T E CoR% /: 
f(exph) = >) Cf IX Cexph) 


Te 
MEM —Tt T ECARD Weyl FEAT Fay A aR ar. FRA GEC 
BY Ht eee TE CTR Weyl 群 对 称 函 数 唯 一 决定 ,从 而 当 Se 
Cr) 时 ,就 有 


fla) = $, a dK). 
icé 


MRAR AG G)4E L}(G) 的 完备 标准 正 交 函数 系 . 从 而 在 
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证 了 明 Peter-Weyl 定理 时 ,定理 2.5 到 定理 2.9, 和 包括 42. ID RBA 
RY FA. 
对 了 .5 和 [LTC) 1c 
(fag) 一 | f@ e(ajdz 
A L?(G) HY) Hermite 内 积 , 其 中 dz 是 G 上 的 规格 化 的 Haar 测度 ， 
设 JEL’ IGH Fourier 级 数 为 
f(x) ~ >> dha Tre fplr)), 


ic 
Het 
Saifer) = >> diTr( fiat), 
ath 
则 易 得 
ft*) Swf, “了 | 
= (fC) — Ss fC) — Su, )) 
= (f,f) — 20 Svs *)) 
十 《NT Jlf, *)> 
=F- SS dTr( Afi) eo. 
A+ el aN 
因为 


dTr( Afi) 20, ae G, 
所 以 对 上 式 最 后 一 个 等 式 的 右 端 令 N~ 十 cc ,就 得 到 
IFRS D aTr A fi). 


ie 


再 考虑 f 的 Abel — BFK MUA 
saci, — FCO |, 


-| | 


= [Acme — TE Ddy 


[ADFC Ddy — fe 


2 


+ fev" — 1] > Al; 
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< | 14.001 UBF OO — FC hdy 
+ jel — 1] + Al;. 


FO = |F OG) — F 


1 
z 


= (| BFD — fæ lda), 
则 可 得 FOE G 上 的 中 心 函数 ,是 有 
firo lay= [flan so) - £2) [tardy 


= | | | Hf.) (y) ldrdy 
Gd OF 
+| | | f(x) |?dady 
fu G 


_ 2Re| | Cf.) (y) fr)dzrdy. 
Ga & 


因 为 
(f(y) 一 | czeerpde， 
从 而 可 得 
| | areop arady 
tral UF 
= (I. [fa drdy 
<= li, 
同样 可 得 
J | CH fy) FDdrdy| 
GIG 


| | | flirtyt lydyf (zy)dzrxdt 
alate 


JJS (y) F(x dydxde 
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< WAS FUE. 
从 而 得 到 
EE = 2i ile» 
Bh FE LICG). 
其 次 显然 有 
Fe) = 0, Fiy) 0 
Wk F Ee AER. Kill e Æ F HI Lebesgue 点 .. 
现在 由 
SAF ey) — Fle) = SIF ye) 
且 由 定理 2. 9 及 其 证 明和 推论 2. 1 可 得 
Q= lims (Fe) 


— limf 4.0%) i 。 (FO) |dy 


= limf A.C WCF > Gy) — fC) ldy. 


这 就 证 明了 
lims, D) — fell: = 0, 
此 即 
Lim||S2C7 Dll = IF Ik. 
但 是 由 定理 2. 9 的 (2. 33) 式 
SACK, =) 12 
= Sewlatrc AFD, 


ic? 


& :一 0 就 得 到 
WFR = DaiTre A Fi. 


ace 


这 就 证 明了 Peter-Weyl 定理 ， | 
2.3.3 少 平 均 的 性 质 

本 小 节 对 由 定理 2, EAH KOER G ERRA FE 
LG) 上 平均 
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SHF x) = Kix fx) (2, 48) 
的 性 质 作 较 详细 的 讨论 . 
定理 2. 10 i 4.9.0, AI KoG e255. FA eH 
SiC. 2 h C 49K YMA 
(1) Æ JELG). p21. WA 
ISA, Ol, =< AlI, 
WoL. 其 中 4 依赖 于 C， 了 和 
(2) # Pal Pl 5 aka | MELO), NHE 
sap lst Ol < AII 
成 立 . 其 中 A (LRT GC H g. 
WEBA H2 489 ELG), p21, 
ISEC il = KÉ = Sl, 


< KEO Hf y Ddy 


= | KO WARS GI dy, 


其 中 
HRF Cyl, 
l 
= (| [BADO par], (2. 49) 
HLF) = | ferde, (2. 50) 
HEE 
F(y) 一 |‖( 瑟 万 ?07 (2.51) 
则 有 


Fy) r= | ID) [Pde 


G 


-上 


<Í | [fxtyt td 


| Trtyt val 


dx 
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= | [lf Ldzde = IF. 
cali 


JH BH 
0< F(y) & Wl 
天 是 G 上 连续 的 中 心 函 数 , 由 此 可 得 


ISE, OE | rro) IF (y7 Ddy 
< | IKO) Idyll lle 
由 定理 2. 5 可 知 


1 
KKCw)1d 二 一 一 二 一 一 | 
ja y)dy PCS) Com Ye 


这 就 证 明了 定理 中 的 (1). 
对 定理 中 的 (2)》, 则 由 


| IK!) {dy 
i 


[P| A )o) a|ar, 


an 3 |e | (h) D) | dh 


3918 
h 
— Bo nits P| 33) 2.) OP De dh 


aN 


— Bef, [P E je (h) P(A) D,Gh) | ah, 


其 中 
Be = / CW IPC) COIT). 


因为 
ID.) | 委 1， 


从 而 可 得 
f ikto lay < Be| 


这 就 证 明了 本 定理 . | 
id 


d 
P| aka COP Ch) dh, 


ess sup{| f(A) |} (2.52) 
es 


i42 B28 BRAR LH BASH 
ARE fA) | [Ales LA. FEA PER: 
定理 2.11 pD. PK o OE. OPE. MB 
au) = ess sup { ldchol}, 


iC) = ess sup | Peay P| 3) oc) 


|A | sex 
Six) h (2. 48) 式 定义 , 刚 有 
C1) SICS 2) Fourier BRE 


SE) ~ SS PaA + ddim» f(x); 


EG 
C2) FF 加 GOw"+ (ELC[O0,+00)) ,特别 是 , 若 
IEO] S AC + JAJ E 


其 中 4>>0,s>0 为 正常 数 , 则 有 


SHF r) = >) PEA 十 dM * fr) 
ace 


对 任意 的 12>0 和 几乎 所 有 的 TEG 成 立 . 

证 明 ”定理 中 的 (1) 是 定理 2.5 和 第 1 章 $# 1.5 中 的 引 理 1.17 和 
引 理 1. 19 的 自然 推论 . 

对 于 定理 的 人 2， 由 


Xw f(x) = AC Mdy 
= | GOS ody 


_ wT (I f (Cexp(— hy) 


x Duth) D(hjdh 
可 得 到 
[Xi * Fr} | 


< yar TTia! TAO exp(— AD) - |D (A)| 。 |D) |d 


iw 一 
< [oi I. Cif) texph) |d = Bfr). 
这 就 得 到 
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>) PEA + ON fr) 


ace 


SB) >, POA 8)) Id, 


ice 


< Bf .2){ PF lel) P 
ant 


x Dp Po(e|A+ d|¥[A+ 81", 
ict 


OE TE Ae ue BA o, A 
SS AGJA + eD [A+ ej <4 (2. 53) 
EG 
及 证 明 Bf, x) € LIG), (2, 54) 
就 证 明了 定理 的 (2). 


先 证 明 (2. SDA: A A GAER, N AY BPA TE b H 
RR. 令 @" = 了 /A WO ars PUR RAP OR EA 
多 面体 , 同 前 面 的 Q=b/A 一 样 ,有 

b= UA+ Q° 


ac aA” 
Roe. 且 对 任意 两 个 不 同 的 ALEA A+ 和 p41 Ot 无 公共 内 
点 . FBR R= 1625-7518 
Bf) = {h E tk — Der, S |A| kero}, 
Rr Q'A. Zt &=—2,—1,0,1,25 ,有 
Ca) = Ba U BGO U Bai), 
其 中 By (4) = B_, OSBM" 中 包含 的 最 大 球 , 它 的 半径 为 
ify. 
WAC CLA OG RMPFEP BG). HALA+OECRW, 
则 必 有 
tA tE HO COG). 
再 令 
ac 一 sup sup {[A+46|/JA]}, 


oif T agateia’ 


bo = sup || er „laraj Ad | 
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则 可 得 


la+ 8l” 
由 (2. 55) 式 则 得 到 


A "dA. 
S er 1G | Io | Jetcatete" a | 


$A I) 1A+ e|" 
FA 十 者} 必 Htr) 
Ae 


ais _ m 
< ergy iG Dered{ Ih dh 


acbe mah Al) « |k |"dh 
S jg] „Acl [> + |A |7dA. 


由 (2.56) 式 推出 
>, AJA HODIA + S|” 


0 EE 
e | wi lA OJA "dA 


3 i nir— 
- ee fae < o. 


这 就 证 明了 (2. 53) 式 ， 
再 由 


|B Cf gt ydr 


_ IW] dh 
= Tal I. | CF Cexph) | 


<H AN | | f(xtexpht-') |didhdz 


— MARAN f(z) |dzdhdé 


= |W] + Wh 
BA (2. 54) 式 成 立 . 于 是 证 明了 本 定理 . | 


(2. 55) 


(2. 56) 


定理 2, 12 24.0.6. Kir). fp Pot E2. 11 中 的 相同 ， 
St Pr 由 《2. 48) REM. 再 设 ACO = 1, WW DCX LOA 
POIDAS o 上 的 径 向 可 积 范 数 时 ,有 如 干 结论 成 立 ， 
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(D Æ JELG). p218 
SICFz) = >) dGAat dX fz) 


aca 


(2) # SELG, p> 1A 
mIs +) — FCM, = 0s 
(3) 若 SELG) pred 24 cont SP Cf.) SLE Rb ab ie Be 
于 itr); 
C4) 设 


Mix) = sup} Í | f Cry) ayj | de} 
mo [yl Jal se 


为 S H Hardy-Littlwood 极 大 函数 , 则 有 
supt SHF} 


<A(Mf(z) + | DO fay Idy); 
(5) 用 mC) 表示 ECG 的 Haar 测度 , 则 有 
mi{x|sup|StCf,2)| = y) = Ay EI. 
证 明 对 于 定理 中 的 (1) ,由 于 
hx F< | ROL + Fax ldy 


< d| Fy dy 


一 da A ' 
从 而 有 
5 [PEA H OA fz) | 


ice 


<>) [pA +o) [ail 


cê 


DottlA+ dP ++ SPOIN 
1G 


< Belfi AELA + EDISI”, 


ice 
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其 中 Be=P(8) | [ja]. 
同 在 定理 2. il 中 所 证 相同 ,可 得 
D>) haJ + SDI + S|?” 


ace 


LAEI [81 + bot 
x | Audu 
用 
Og 


Erte, 
x | CX Dax, 
HEF na EGEREN, 是 9 IER Pw, R 中 单 
位 球面 的 = 一 1 维 体 积 , 这 就 证 明了 SICf,x) 的 Fourier 级 数 绝 对 
— BY A a. 


以 下 证 明定 理 中 的 (3); 由 
SHS) — fxr) 


= | Kto) (zy 1} — fxr)dy 
+ (pa 一 13 f Cz) 
= | Kt) CULL) — fea) dy 
+ Aae 一 13F (ar). 
对 上 式 两 端 取 绝对 值 ,得 独 | 
[SCFf x) — ita) | 
<f KEO FDG — f Ido 
+ jdced> — 1| + ifi], (2.57) 
AoW d ESE 6(00=1,(02. SDAA ma LME On BTS, 
所 以 只 需 证 明 
lim f [Kfc Gy D — flr |dy = 0. 


ACO) 11” 十 
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HG EF Deg RR 2 Al ee BB. 5, 可 得 


| IKIO) IF (ydy 


<a P( 3] ] o P 
x F. .lexpí— A))dh, 
其 中 
Fan = KE Cy) — fla | 
EG bi RAR PCAN, Baa Fe) =0. 
由 (2. 35) 和 (2. 36}) 式 得 到 


| KEG Fiy dy 


< Ac 和 | ia}Ph) Dh) | 
x FCexp(— h))dh 


-adfa Loven | 
JA |= E |h la ih | 


=I +i +h. (2. 58) 
其 中 上 由 (2. 3 REM. 
(2, 58) 式 中 的 六 的 估计 与 定理 2. 9 证 明 中 的 五 的 估计 完全 相 
同 . 从 而 得 到 : 若 zx 是 了 的 Lebesgue 点 , 则 当 tr0 时 ,就 有 1—0. 
Bait h: 


Blu) = | ||?" (DCA) F.Cexph)dh, 


(A | Soe 


dg = sup (B00 / («| | DCA) IF Cexph)dh) | 
uty a 


M24 DCA) F,Cexph) Æ Q ENR ac BARAT GC HIE HH Y. 
由 (2. 58) 式 可 得 


I< Act PT] jel je 


x | Woe" Val) ||" DCH) |F, Cexphddh 
(Ale, 
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x law PTAJ ||| DCD [F,(exph dh 


= :TT 


af 


re] ole dB) 


| 


= 4c| TI E |AG Bu) 


十 《一 DAcl [| el f Bandra. (2.59) 
因为 Wo Gada" FELO, +00) FBTR, BW BRI ie AAT FT 
Wea ua" OO, u — -+ co, 

再 由 Blu) <acu"s BEAT (2. 59) 式 的 最 后 一 个 等 式 右 端的 第 一 项 
[AA uzant MITE ORT RBS. MAA Vie es AT 
— dF, lu) = fd Cte) | 
是 一 个 非 负 的 测度 ,52. SDAR IEAA ar) TY E 

分 适合 


ay 


1<— | Baddow) 


a 


= act "| wd (o'u) 


Fy 


x | DY | F.Cexph dh 
a 
= agt “ayy (ay/t) 


x< | \OCA | FL Cexph)dh 
g 
十 am| w, (ft eat dae 


x | 1D F.Cexphydh, 


由 定理 的 题 设 条 件 OC X | DEER o 上 可 积 , 即 P Caw 在 
[0, 十 co) 上 可 积 , 从 而 当 2 Ont LATS. 
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A A AERA EY T AIDA) |F, Cexpar Æ Q Lap, 
当 t 一 0 时 ,就 有 i, 0. 
接着 估计 了 ;由 (2, 38) 式 和 (2. 58) 式 ,有 
[,< Acat" 


x | VR | DCA) [PR ,Cexph dh 
rt lal sa, 
= Agate") Pau) 
x | Duo) | F, Cexpac don’ ‘du 


= Acat ™ | P Gwd] 已 (yydy， 
i [Ms Se 


其 中 dy 是 如 上 的 规格 化 的 Hasr 测度 ,对 于 yEG, yl Ra > 到 
4,30 e IBY Riemann 矩 离 .由 此 可 得 
I, Acat "F, u) 


+ €— 1)Agea it * 


t 


x Mi F Ddy ds- (2, 60) 


x | 下 (yy 
EJE 


因 为 
| F.(y)dy = | fey) — flr) ldy, 
ly lee lyi tie 


HLA A eR Se. 9 的 LA ER b> 
O, FY Bx 70, E O<u<ty 时 ,有 


ce F(ty)dy <A, 
|» | Sw 
从 而 可 得 
0 二 一 || F.(y)dy dP, u) 
et |y] Æx 


<— af wawau) 


-so 下 
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gri 
+ n| Woe du, 
而 对 固定 的 0, WA 
o<— 一 人 | F ydy dF, a'u) 
8 本 |¥| sm 
< bol — Ie "wd, a'u) 
地 


HeH- 


z| o 


= bel 


ao 
x 
a, ft 
+ | nous) da), 
Rie 


由 7 Se AH eC 0 Cee +O A Bde 在 [0, 十 cc) 上 
可 积 , 上 式 在 e- ORS TS. 这 就 说 明了 若是 的 Lebesgue 
eis WS conta 1-0. AA F Cexph SE Q LETT AR, W 
F,Cexph)|D(A) HE EWR, IT Flexp#k) 在 久 上 可 积 等 价 于 
7 是 的 Lebesgue 点 ,并 且 征 理 2. 11 的 证 明 中 的 Brna oo, 
AA BTD ELG), AMIL ERAN rE GHA rE fh 
Lebesgue 点 ;有 是 有 Bo) <+. 这 就 证 明了 定理 中 的 (3). 
以 下 证 明定 理 中 的 (2): 由 
SICA, 2:) — FCT, 


= [| lstcf,2) — fdr), 
3H C2. 57 KBE a 
ESEA O — feli 
< | IKtCy) | «IF. Cy- Dsdy 


+ Ja — 1l kell (2, 61 
因为 
Fly) = Da — fer) |, 
从 而 有 
HF. GO, sS A a + Filly. 
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再 由 


IFO = | f(y) [ede 
= | | | fCxtyt*) | de "dx 


<Í] [fretyvt ') | dade 
Ga 字 


= |. 

BDF.C >|, Æ G LM AF ANH H 
WF. l — IE- | 

FE. (Cy} — F. wll 


l 

<| j f(y) — fa) le) dz) 
1 
< (Jf ea 一 ftatzt) jdtdzj 


i 
= | | [F — Fits) dzat)”, 
ird Cr 


从 而 当 =->y Hh ER BFS BIF ODi, ÆG LER. 再 由 
WF Ce) =0 AR ESF (2. 589 RARER 


limf IK#(y) | + IF. 7D dy = 0. 


又 四 为 只 0) 一 0 和 连续 ,由 (2.61) 式 就 证 明了 定理 中 的 (2)， 

以 下 证 明定 理 中 的 (4); 和 将 定理 中 的 (3) 的 证 明 中 的 成 (y) 换 
成 

Fly) = (ADs. (2. 62) 

则 (2, 58? 及 其 后 面 的 各 式 就 给 出 了 Si) titt. 

由 (2. 58) 式 首先 有 

Stol E h + d + 了， 

在 (2. 62) 式 条 件 下 ， 


| | DCA) |F Cexph dé 
úl 
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= |W] >» aif DoI fry) |dy =Jfir), (2.63) 


从 而 由 (2. 59) 式 ,将 其 中 种 数 简 记 为 4, 则 得 到 
TE A P uO B Ca) Pi 


— Ar| B@d¥ au) 


Btw 
ut f(x) 


A 


四 z) Etu) 


-af 


< Al Youu dud f(x) = AJ f(z). 


其 中 4 是 仅 依 赖 于 G EEE RWC) HELO, to) EX 
有 界 , 而 了 是 由 IDiy)1 "TEL?CG) 产 生 的 卷 积 算 子 : 
Jf = |DO «xf, 
CBR PAYS DHMH. 
对 thi. HA O SOR RRO AL. a JK 
L0,aoj], 则 可 得 


1 十 fs A 


ay 


ue 
Z 


eve tw) TF) 


F, 


# 
t 


= 
f 


x (fife) lady/ | À 


+ DALE] ue ED eaw) 
HKR M 的 定义 以 及 
| de SA, 


MAS TEM RT GC RE RR A. eR 
I,t+di,s AMIC). 
这 就 证 明了 有 定理 中 的 (47. 
而 由 MERO DERAHE, MMSU T J ER 
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(psp) 7H (p21). BT Pa). 于 是 完成 了 定理 的 全 
部 证 明 . l 

最 后 由 《2. 58) 式 的 估计 和 (2. 61) 式 , 易 得 下 面 的 推论 ; 

推论 2.2 题 设 与 定理 2. 12 相 同 ， 则 当 AG LER, 
Sif 2) — BURR F Fr 其 收 伍 速 产 被 了 上 的 连续 模 和 # 在 原点 
的 连续 性 所 控制 . 

者 将 定理 2. 5 中 下 :texp) 的 定 祥 式 的 右 端 除 以 pas), MEL 
上 讨论 中 所 有 出 现 #6) 之 处 均 代 之 以 1, 这 于 ,推论 2. 2 仍然 成 立 . 


$ 2.4 Riesz -5 Bessel hi$% 


Riesz 位 势 算 子 和 Bessel 位 势 算 子 是 调和 分 析 中 重要 的 算 
F. 它们 密切 联系 着 流 形 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 . 在 本 节 中 ， 
仍然 讨论 连通 的 紧 致 李 群 如 ,并 记 ? 为 上 的 实 维 数 ,r 为 G HE. 
同时 讨论 连通 的 紧 致 齐 性 空间 M—G/K FA s 表示 MAES. 
2.4.1 Riesz 位 势 与 Bessel APWE 

WG Aye ee B.A SEG AY Laplace-Beltrami H F.C (G) 
G 上 的 C” aR XS IB], WW Riesz 位 势 算 子 和 Bessel 位 势 算 子 J 
就 用 Laplace-Beltrami AF = YH 

[= (A J, = (8P — A, 

其 中 Rea>0,] 是 恒 等 算 子 ,3 一 六 Le. 


对 fEC"(G).f H Fourier RRA 
fix} = S dilat (2), 


ace 


出 志和 .在 CGI 上 的 作用 是 
(TT) = Sy, dN fie), (2. 64) 
JADO = FAH Id « fr), (2. 65) 


其 中 ,表示 对 不 等 于 零 的 所 有 XE€ G 求 和 , 面 一 内 是 31.5 节 中 
命题 1. 20 给 出 的 Laplace 算 子 的 特征 值 . 
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4 M 为 连通 的 紧 致 齐 性 空间 ,4 A M 9 Laplace-Beltrami 算 
子 时 ,M 上 的 Riesz 位 热 I, 和 Besse] (734 J. 的 定义 与 (2. 64), 
(2. 65) 式 相同 ,为 
了 = (~ AF, J, = (fall — ATT, 
其 中 Rea>>0,7 是 恒 等 算 子 ,0 一 72 是 全 体 正 根 之 和 的 一 半 . 


对 于 FEC7 0 ,六 的 Fourier 级 数 为 
Gn) 一 > dxi» Jim). 


aks 
Am Af 


W 7, AU. FECT OD LMA 

Cf) (m)= X'p di x fom), 

(Jf Gays 2 |A+ "dN * fom), 
其 中 DS RRM REE RY MA AC MRAM, — m S1 eT 
1. 2i 给 出 的 Laplace 算 子 的 特征 什 . 
2.4.2 Bessel PAH 

He. 64) 式 和 (2,65) 式 可 以 看 出 Riesz 位 势 算 子 I 和 Bessel 

BAF. TEC OD LATER. 分别 可 看 作 广 处 函 数 LDA 
J,tzT) 在 C™(M) 上 产生 的 卷 积 算 子 的 作用 ,它们 被 称 为 I; 和 J 的 
Hi & t Fourier 级 数 是 


S — 1 
了 (人 
(2. 64) 


Ja) = A+ al dla). 
在 本 节 中 要 证 明 .jz 实际 上 是 各 上 的 可 积 函 数 , 它 的 
Fourier 级 数 就 是 人 2. GEIS. 

E 2.13 Æ Ree>0,Mll Bessel (PAT HR AM Jl) 
紧 致 李 群 G LAR BR, AE CMe) FU ARC RR ELI 
2 处 To aE ERR F(x). EIS: 

Cla "logri, Be— n = 0,2,4; 
Cale, HERE.. 
其 中 |x| 表 示 EG A e |B) AY Riemann 距离 ， 


Fix) -| 
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证 三 Se Fm 
i- Fer J Uv (tv) ide, 
Ù 


其 中 Cr 是 7 二 二 7 一 1 阶 的 Bessel 2X. 用 Bessel AHH FAA 
式 
Lele = 2J,_,{2) 
x 


Xt I ETA BRS Fic 
H(2b,k) = YTO +T, 


Fee PCr) To We 
f-1 
I= yp" > Ar 一 ak lav) TT 


k= ù 


X Jierelav) 
+ Ar — a, pjo 
x [emer ide, (2. 67) 
[i] 
由 Bessel EHKI Hankel 积分 公式 
[e= boett 
D 


-REER B e rt 
stipe s— pti é? 
x F| 2 + 2 .8 十 1 ,3 十 p? 3 


EPR Co, 8.7 2) EEUE., h a JLi YZ 


TOOTO — a ~ p) 
Fla, h, YD = Fr or — &) 


可 以 得 到 
[ety Ode 
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x Fl 4a, (trae— htt: yr + Poll 


] inf 1 

_ Te) (Lyre T| r+ pT 六 
AT 1 inil | 
(2. 68) 


Fa 


Hr —ayp)| a=" ’Ji-+p—1 tdt 


z! 


ern] 2 


TiadP 


roa 


= (4,)7'. 
将 (2. 69) 式 代入 (2. 67950, 152] 


pz 一 ] 
zi “一 b.{] — ve > Hr — a,k) 


三 一 所 


(2. 69) 


x Cav E], ,,(av) 
+ Hir — a,pju “ 


x [ee de}, (2. 70) 
由 Bessel 函数 的 Sonine 的 有 限 积 分 公式 
[Lema — Pdt 
Ü 


= SPR + DJe l), 
(2. 70) 式 就 可 写成 


24 4 
I Se ' aami ara| ] 一 三 | ae] + Civ) 


= b 


ai Sa J CVt) pacts ] 一 


KEE. 
ae 
tno Cut)’ 


de | + €,(v) 
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— LED a | | 
=| 二 - SB 1 a dé + C, Cv) 
=|" Loan gf, (di + Civ), r = 2s + 2. (2. 71) 
LT) 
在 (2.71) 式 中 
ble - Safi- SDE Bods: <a; 
fi = 
0, Hila, 
(2, 72) 
B= a "DB, 


一 aT | k 4 ie — a) /ra 十 pri Ler — a)! 


C= bH — a, pv 


x [er fr Jie, ade, 
且 容 易 验 证 ,存在 仅 依赖 于 Gp、a 和 a 的 正 数 A FAR: 
[GD | < Apu, vO (2. 73) 


现在 取 a> 0, (TR BRS exp A {|A|<2a}2] G Wy Cartan F 
WT PAA PRM RA . 24 Ale 时 ,有 
1x PDS Sa, t+ co， (2. 74) 
通过 对 径 向 函数 Fourier 变换 的 具体 计算 ,可 得 到 (2. ?1) 式 第 四 
个 等 号 右 端 的 积分 就 等 子 GADAI Fourier 变换 ,从 而 得 到 


A+ l~ = ziat dA 十 C,(|A+ é|). 


(2.75) 
当 ae 一 "一 0,2,4,… 时 ,(2. 67) 式 经 过 有 限 步 就 终止 了 ,从 而 

(2. 68) 议 后 各 式 均 不 成 立 . 这 就 要 考虑 新 的 积分 , RA 
a — r = 2b — 2 = 0,2,4, (2. 76) 


HF by EMER TUR :二 亏 r 一 1, 考 虚 积 分 
J = f Jass 0V) (eu) ds, 
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同 对 前 面 工 的 计算 一 样 , 现 在 可 得 


p—1 
ae -5 * J Cot) aa eye 


(2.77) 
其 中 


b= grtn] Le + 2b — a) | 


x r| Ste 4 »} ror 


cal 
9 里 
B= a TR + 19/C2°*TR +6419); 
Cv) = bH r + 2b a pu 


x | eee 1 (i ddr + 


且 容 易 验 证 ,存在 仪 依 赖 于 Gp.a 和 4a 的 正 数 A ETAR: 
Ca] KATT”, (2.78) 
以 下 证 明 存 在 日 上 的 径 向 函数 Bhkl. ERY Fourier 变换 就 
等 于 J. 实际 上 , 令 


a a ag 
or EAL 十 Lx | } X a 


@O< |A| a; 
D, [Al = a. 


BCIR|) = 


(2.79) 
其 中 {zxER?, |r a lA |?) 是 45 维 获 氏 空间 Rx 中 半径 为 (2 一 
41*)3 的 球 . 

当 4 十 3E8 是 上 的 线性 函数 时 , 它 髓 然 可 延 拓 为 及 ”一 
8DR* 上 的 线性 函数 ,使 得 对 xzER2 ACh, y= r) EDR* 有 
(A+é8,y) = (A+ 8,CA,r)) = (aA,h) 

成 立 . 从 而 可 得 
1 


| Bt lA Je HATE dh 
《2 了 2 
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p ( 3 afan Le 4 AL? + [pe ot dhdx 
ert id 工 a 


一 二 一 | |y] ?ei dy 
Conyrrt? |x| a 


= | -i CA 十 BC 十 GO-eredt 
Ü 


一 ds 
A > 十 站 一 1 一 2 一 a 一 1. 由 此 导致 (2.77) 式 变 为 


[A 十 6 | =t _ —] eitä F g LA | dk 


Com) er b 
+C, A+ 8|), (2. 80) 
其 中 
ar A+A 
5.| BAGAD 一 Sigi — E 
Fihi) = =o (2. 81) 


45 |A| <a; 
Ü, fT |A| == a, 
对 (2. 79) she Vy BCA EARTH 185 


Bada l= eal |=, rye Al + lel dz 
ta) Warih]? 
一 Cony! (||? + uty uldu 
(ap— 1 1 {*- al’ 2 -lmt—1d 82) 
= fo. Ff CIRI? + uyut idu. (2. 82 


记 u= |A tu- lkl WA 
b—] 
uo = DCi [ALA + a, 
kmn j) 


其 中 t ={b—1)/ Qlik). 
则 (2. 82) 式 就 等 于 
3_ inl? 


fol a E 
Bh) = SPC) ch a Chi + uy du 


160 SIE BER LHW 


_ l _ PA] a 
= zr (| zlog j] 


1 < È 志和 一 1 一 不 l Š 2k 
Te ) Be 一 lA[*) 


(— 


— ALA b— 站 一 
一 Se ||? flog |#| + = Won, — 1h | loga 
_i < e dl ayb-l—ky 2h O 让 
十 PPB) 之 /CE A| ) { a? | Fe | l. 
(7, 83) 
EX G ERD eR JO NOM JO CMTF: 
J (exph) = "ISI pa- Ps | ASLINE 
(27r) p(s) 
hEQ, (2. 84) 
I? (xy = SC, CIA+ EDX), (2. 85) 


M, 
AEG 


其 中 当 ea 一 rf 关 0,2,4,… 时 ,f(A|) 由 (2.72) 式 定义 ,0 关 4E GH 
Ay C,ClaAte| > (2. 71) 式 定义 . 4 a—r=0,2,4, Ht, FCA!) 
由 (2. 81) REN, 0AE G 时 的 C(I4 十 $1|) 由 (2.77) 式 定义 ， 而 
Cet|51|) 定 义 为 


cC dë 一 一 | JP corde. (2. 86) 


2.72) RAN C2. BPA. ACAD RBA OA, AA Ree 

>f ADE ENE. SG ER PBR LOH 
Joa) = FO Cr) + PE ar). (2. 87) 

则 由 (2. 75) 式 和 (2. SOO REA COG) ERT XR 
Fourier 级 数 就 是 (2. 66) 式 . 以 下 证 明 LEG LTR. RRS 
讨论 F.C) Al) BS PA. 先 看 如 下 引 理 ， 

引 理 2.7 B HED, Dp ÆA P HHA SR. POOR 
[0; 十 coo) 上 定义 的 函数 , 则 有 


(Dal fA DG) = (H, ad d f| CAD. 
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由 此 可 得 SOARES ERAEN N 阶 的 所 有 连续 偏 导数 的 充分 
RIFE: 


d 一 
fe 了 ft) Cs = O,1,°,N) 


ELO to KSSH F141) 在 从 10)y 上 具有 直到 NN 阶 的 所 有 连 
纺 偏 导数 的 充分 条 件 是 ， 


d 
ie 了 (ft) Cs = O,1l,°,N)} 


在 0, 十 cc) 上 连续 . 
其 中 C,*) 是 8 上 前 不 变 内 积 . 
引 理 2. 7 由 复合 函数 求 导 公 式 即 可 证 明 ， 
由 引 理 2. 7 立即 可 得 名 由 C2. 72) 式 和 (2. BRE MAB CA 


在 维 {0} 上 偏 导数 的 连续 性 由 | | 5) 六 | 4 在 0<t<a H a 时 
| (5;] OORE. 


引 理 2.8 te a—rX0,2,40, A ADAC 72) RE, 
六 (在 BO 上 具有 直到 六 = 产 一 1 阶 的 所 有 的 连续 偏 导数 , 对 
s==0,1,.25*"" :p—1l.id 


(sae) A QAD = basf aa RID, 


zd 
Wy A 
[hl — > B01— iar 7 
了 (| 天 | = 其 人 | <a, 
0, AG |A| Ba. 
其 中 


,一 【一 Lak | + + 2s 一 a) | 


al 
> + 


x rl Stet »)/ Troy 


2 
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Btk y= aT k 十 so + ?s — a) 


[ira tort 


证 明 由 引 理 2.7, 只 须 对 (2.72) 式 关于 71 求 导 , 则 有 


(二) (eo) 


(r+ 2s— o] |. 


Tr ZO + 2s — a) 
一 【一 27 7 pores, 
rl 5 — a) 
d £ ¿2 点 
Gali] | 
=|=] Cee + 1) h-il 
a Cik — s + 1) a 


将 上 面 两 式 代 入 (2. ?2) 式 中 AWOR SPH ks Re 
得 到 了 引 理 中 的 Ae ADH ba MOCE H ta S.C 
REST 
der ra — BCO,s) = 0. 

从 而 由 引 理 2. 7 就 证 明了 引 理 2. 8. | 

3| 理 2.9 设 a 一 r 一 0,2;4,… 5 fC (Al A C2. 8 DORE. 则 
Fe ADENO ERS AF] 和 一 p 十 5 一 1 阶 的 所 有 的 连续 偏 导 
数 . 车 记 s 二 0,1,2,-… 了 时 ,有 


EA = bafa AD 


WA LAT Ste 
(1) Esl, „5—1, W Pas = Das 
J, r |A | a hj 


> [A |? 
FAD = 4 BaD 一 BC (1 — -A 


E lAl Za, 
其 中 
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— d 1 
Ba (A D= | a B.| QA) 
B (— 1)’ jA |? 27% 
= FP ay BNA 
+h RY 26—2—- 2s Kem, 
Bik, = (— la PTR + DT b+ 1 — sd. 


(2) #4 s=b,6+1.°, 00 六 ,和 fl >》 的 表达 式 与 引 理 2.8 
相同 . 


证 明 由 引 理 2.7 ,对 (2. 81) 式 的 f.(141) 求 导 , 可 得 
EAR 
= 5.| Bk) 一 Salah - SX) J] ap] 


= bal Ba AD 


~ Sad 1 
L a | Tesi) 


(2. 88) 

tS | PB Ag 1) 244s =0, 1,0 Il EF, (2. 88) 式 第 二 个 等 式 

Ay Bd HS RB RP lAl EA a+b sl. MMO lA] 

<a 日 | 一 a 时 其 极限 为 零 , 而 对 Bahl 从 (2.83? 式 第 三 个 
等 式 右 准 求 好 , 易 见 ,除去 导数 中 的 项 


1 d 
SEE Om} cota 


_ (— 1% 
ole — s) 
以 外 ,导数 中 的 其 余 项 组 成 了 产 的 25 一 2 一 2 次 多 项 式 . 
AT OK 5 一 1 时 BL, CADEA <a Hlkloo 时 的 极 
限 ,只 需 对 (2. 82) 式 第 三 个 等 式 右 端的 积分 求 导 , 易 见 


d atr 
all Cf? — u) u du | clal) 
Ch 


JAP" " “log CAL 
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一 一 Jg Ë (g? 一 lA J237? 
a? — k|? 
一 2f CA|? + du. 

a 

对 上 式 继 续 求 导 , 直 归纳 法 可 证 阴 当 一 1,2，… 和 2 一 1 时 ,有 
a _ sn、 2 _ ET. Ea T 

IEn B.) dA D= DC 一 |i") 


a hl 


十 Ao}. (| 天 | + ude du, 
从 而 易 得 , 当 0< 之 Ih|<a H |k >a it A 


| 二) Be] IAD — 0. 
这 就 证 明了 (11) 及 引 理 对 s =0,1, ,5 一 1 成 立 . 
当 =b 时 ,由 3 引 理 的 (1 ) 继 续 求 时 , 即 得 到 


d}? rp ys 
(Sp) Be) AD = 6 IJAE, O< jal <a. 


再 由 (2.88) 式 和 (2.77) 式 中 Bi 的 值 , 就 可 得 到 当 0< [A | <ce 有 时， 
有 


(So) Gun 
一 《一 BA 页 [= 一 Sa 2 


Em į 


将 (2. 89) 30 4 k FIFE AT RERI A basfas AID, M40< 
| A att, E 


Z 
fas A D= | 下 [一 Sol — žl 


£=0 


1 — HAL" |. (2. 89) 


k 


|A|? 
ae 


| 一 ` 


= |A| ~ SIB, b) 
是 一 日 


从 而 显然 有 
Bik, b= a t =a * 


=a Dk + Zr + 2 — a) | 
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-rE+ DP +r + 2b o) 


因为 a—r—26=—2, Br +26—a) =1. Ay 1, ix AE FEZ. 8 中 
Fas lh | A Bera se OL [A | <a 时 ). 

Hy 2. 77> sh 

bos €— 1)*d, 


Tr 5 + 2b—a) T z+ 1) 


E 
下 
则 易 见 七 也 等 于 引 理 2,8 中 的 b RIAL. FER EMSS CAL 


继续 求 导 ,就 易 验 证 引 理 中 的 (2) 的 结论 . 最 后 在 0 过 |& Sa, 
|\Al|—~allf. Of sib, 


— f 一 132p +) 


7 


reor 


(i 7] dD 0 


的 证 明 就 与 引 理 2. SAUTER SEPA. FEZA T SSE 
HA. I 

由 上 面 的 三 个 引 理 及 定理 2. 7 就 得 到 了 由 (C2. 84) 式 定义 的 
J Cexph) 等 于 


JP (exph) = AcD(h)'P| 55 | U0) 


— = d m 
= AD, lh) il fa) AD 
= Agb, Doh) fw (lal), (2, 90) 


其 中 DOMO DÈREN Ac =(—D"1Q1/( CamF Pw) 
bam AU .nC1h|) 由 引 理 2.8 和 和 引 理 2. 93 所 定义 ， 
设 TEG,|z| 表 示 rE GIG 的 么 元 间 的 Riemann PR. X 
设 r=expX XEQAX BF CGCHFA7eHMABMAR 人 , 特 
SEES ,就 有 
|x| = jexpX| = |X| 
成 立 ,再 设 z 一 ?exbay 265, Bilal <a WMA 
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|=| = lyexphy '| = |exph| = |A| 
RY. 又 因为 DOUDE Weyl 群 对 称 的 函数 ,从 而 它 唯 一 地 定 区 了 
8 上 的 中 心 函数 , 将 它 记 为 DCX) YX RP Se 点 的 切割 迹 内 
部 时 ,就 可 定义 上 GG 上 的 中 心 函数 Do(x) ,使 适合 

Dia) = D(X). z = expX,X € fh. 

于 是 就 得 到 

IP Cr) = Arba mD) fom (|X |). (2.91) 

当 ea 一 nm 天 0,2,4,… 时 ,或 者 es 一 r 关 0,2, 4 或 者 ar 2b 

一 2 一 0,2,.， ,2 一 2 时 ,由 引 理 2, 8 和 3 引 理 2. 9 中 的 (2) ,就 得 到 了 
J(Cexp) 在 T\{e} 上 也 就 是 QQ\{0} 上 至 少 具 有 直到 一 n HHS 


MERRIE HEHEHE <a CF ZP. EE h= ow 


JEM AED EBB AO = a BP E g. 由 上 而 的 
说 明和 (人 2. 91) 式 就 得 到 AP EEA TEU HER ESR 
fz C, |z|". 

当 ax 一 m 一 0,2,4，… 时 , 几 a—n= 26-2918 bem + 1 SE 
2. 9 的 (1) 就 得 到 J Cexph) FE AHORA HS] pn HOSE 
续 仿 导数 及 .rz) 在 么 元 附近 的 奇 性 的 主要 部 分 是 

C,|z2|* "log |x|. 

再 由 Rea> Of Pb OR ABBE TY tx) 在 G 上 
BY AA. 

讨论 Jip C(x) 在 G\Me} 上 的 可 微 性 ; 设 Yuet Y, ECGs Viet eds 
是 它们 对 应 的 G 上 的 左 不 变 向 量 场 . Rik r= yexphy HF 
《1.107? 式 各 .FDCz) 是 和 上 的 中 心 函 数 , 可 得 

(Ye PIO (2) 


-== — EJP (rexpt, Y,” xpi 1 ] 
] š 


i=0 


一 E LJP (exph + expt X, e expri% ) 
] 可 


f= 


= (Xe XIE) (a); 
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FP X, =Ady UY), fH1.2,58 
PAP ARTE exphse 点 处 JS? CDRA.: 
exph «expz,Y,-cexpt,Y, = yexph (ty) t, 
HB r=) WMA 
CF te Y iP Cexph) 
d d 


= = eee FU Cexph « expe, ¥,---expi.Y,) 
di, di, imi 
= fu EJM (exph(e)) CZ, 92) 
3 1 f= 


因为 exph+expt,Y,---exp.Y, Æ C Pil exph AREA A,B 
于 乘法 函数 也 是 实 解析 的 ,所 以 At 是 过 天 所 入 点 的 实 解析 上 映照， 
即 可 得 

h= A+ 26H, 十 … 十 ta” ‘tH, + OdT, 


H oo H, 5 a ALEA, A, A, 是 它们 对 应 的 GG 
上 的 左 不 变 向 草场 , 则 上 面 的 Ac) 的 等 级 数 展开 式 说 明了 存在 
H, 4H, 的 一 个 + 次 多 项 式 PCA; A, fe PR AR IT 


aod (la 
de, Me (exp (rt) 


= ( P,e, AJ") Cexph). C2. 93) 
FR CA AE ER FS HH, 的 直角 坐标 系 ,将 
J.’ Cexph@ TE 6 EKRA, BR HE CY © exp) (ABT, MA 
(PH, HI) (exph) 


一 P. TOA (Fi) o exp)| (R). 


ALA BY (2. 92). G2. 93) A EAL R52. 8.5/2. 9, 就 得 到 
了 Ia) Ge} LEVEE ABA pon MAREEA. 
以 下 讨论 -zy 的 可 徽 性 , 即 讨 论 JE (2B Fourier BH 
> CdA + S Ddl) 
ac 
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AE s Bree 
LC, CA + Dhl, e, Cx) 
BY WAC eee FE » H; eP Jotta = l Se TP, eee, E G 的 李 代 数 g 
HIA TEE XX, 所 对 应 的 G ERATE BH. 
由 第 1 章 的 引 理 1. 22 ,可 得 
(X,X,X) (x) 
= Tridal X, >de CX, Jer). 


用 .Al 表示 线性 算 子 的 范 数 , 则 A EA R, APAE AA 的 

最 大 特征 值 ， 当 A E nmAN 方 阵 时 ,就 有 
[TrA] &ajAl, 
H — A 
LARI <= ANEI. 
由 此 就 得 到 
(Zae) Cod | <S de CX le Hd aX, a. 
4X Eg WH ode.CX FE Hermite KF, A mi eí 
dex) dp, CX >’ = — doído). 
由 上 式 以 及 第 1 音 的 31.5 中 紧 致 李 群 上 的 Casimir # F 5 
Laplace-Beltrami 算 子 间 的 关系 ,可 得 
>) — de X de X.) = tal, 


ke] 


HP I Ed APRS. 
上 式 表明 了 ,对 下 一 1,2，… 
Ideato s < JA+ dl. 
从 而 可 得 


(Eann) C2) |< Ala + 61". 
由 (2.73) 式 ,(2, 78) 式 和 上 式 就 得 到 
[ECAA + 8) dil En R a) (x) | 
<P iC, (lat eD |d | (4,77 %,,%) Cr) | 


= A wu 二 - 
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< AX |A + |t <4 co, 
只 要 p—ns. 
RU Je OMA p 一 nz 阶 的 各 阶 导 级 数 均 是 绝对 一 致 收敛 
的 . 因而 .r2 (tx) 具有 直到 p-n 阶 的 连续 偏 导数 . 这 就 得 到 在 


Gde 上， 
Jap = Ji" D+ UP CF) 
具有 直到 p—n BRS ee ee. 
如 果 证 明了 JS p ERER, Bp 的 任意 性 ， 就 得 到 
J a FE G\ fe} Ede COR). 
要 证 明 J.-F p 的 选取 无 关 ; 就 需要 计算 Jj.(zT) 的 Fourier 
系数 .由 Cl 的 定义 ,可 得 到 


| JeCrrda 一 fh. 
而 当 0 关 AE Gat, 
EAE Vidz 


= [Je (x) Cr)dzr + [Pa Vird 


— [sm Ldr + CAA + SDd. 
HG 上 中 心 函 数 的 积分 公式 可 得 
| (x) Vda 
(— i)" 
(2nd |W | p(d)/e 


(— "(= 1)" 3 —— 
= LLD pa )P| zg) 全 Ch) }dh 
ooze ROPI ag) as 


= 一 一 一 一 fk) 已 一 09 人 十 本 }， Mdh 
wios yy h 名 


— d, 一 一 -一 一 |。 f. ¢ | A | ye “Ate. “dh 
(27) 


P| -5 


| ARI} Dua dh 
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=d, — f F.C |B ete dp, (2. 94) 
(2m)2" 
HO. 75) BVCZ. 80) 式 代 入 52. 94) 式 中 ,就 得 到 涩 BEC 
时 ， 
{ae (x) Vladar 


= {|A + | EC lA Held. 
这 也 就 是 当 0 关 XE€ 台 时 ， 
| Jo) ndr = |A + |da. 
所 以 Ja) 5g. 8,312. 9 中 p 的 选取 无 关 , 它 的 Fourier 级 
数 是 
Fry ~ SIA Bl dita). 

TE C2. 94) 式 的 证 明 中 ,还 有 一 点 需要 补充 证 明 的 就 是 : (2. 94) 

RPA PT SRS BI PSR HBA ea. 


设 D Ek RART. Didi m—k 阶 微分 算 子 ,由 引 理 2. 7 到 
引 理 2. 9 可 得 


| (Df) Ch) | <A, |A[ Plog [Al o', 
|D, {Disa (h) } | = |D; {XCexph) D(h)} | 


< Aj |D DA) | 


= A; bt TI- 2i)sin zach) | | 
< A, jh|*. 
Mit 440<k<om 时 ,因为 Rea>o, Are 
D {faDIDADG)} E LOQ) (2.95) 
El En]. 
以 下 令 


3 2.4 Riesz 位 势 与 Bessel 位 势 


D, = DeDs, Dif GA) = FQ), 
D,{ Dy th) } 一 gih). 
则 可 得 到 


[Di{f. a DIDA Das dh 
= lim Di fC jh DD: (Dish) pda. 
Oy Gs ey [Al 


考虑 积分 ,由 FC (A) EAL AE CoH D+aCth)C™ 可 得 
[ALP DD DetDi yD dA 


一 | (DaF) hg hdh 
JA | See 


一 lim + Fh + A) 一 Fth)e(a)ddh 
A E 


iO 


= lim Ge Fh + tg dh 


ip È 


— | Fong ada 
| A | Se 
- | 
= lim ral Fi gth — t& dA 
iA | ore 


-Í Foe Chah | 
Hh | ee 


= lim +| F(h) (gh — 18) — gh) dA 
fod alae 


— 


+ lim Lf F(A)g(h — tB)dh 
|å -i| Sane 


1 一 下 È 


— | F(hjg(h 一 epydh| 
Le 


— | 一 FCADal g(a) ydh 
HET 
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+ lim =1(e,t). (2. 96) 
MEE 
D Ce,t) = ih l| S Ee’ [A pl Se}. 
D.E) = fh, |A — t| S ENA, Al Se}. 
则 可 得 


Tree 人 一 Veen — | F(h)g(h —tB)dh. 2.97) 


(2.979 2H Dite,t) 和 DA OBSSHARE. EE MWE 
AA 
A,e ls + OCE), 
其 中 A, ERRET rv PIERRE. 
由 引 理 2.7.2.8 和 2. 9, 即 得 


Flep |A Ae let] tog = 
= Ate*log =. 
和 将 上 面 的 估计 代 和 人 (2. 96) sh. SES 20S se 一 0, 就 得 到 
| DD {FADD ( Diya) dh 


一 一 | (Ds fal [A D) DaD, (Diz 2h) dh. 


对 DA k=m,m— l, :1 阶 的 微分 算 子 D=D_D,,D, 二 DsD; 均 成 
T. Mill (2. 94) 式 中 的 分 部 积分 成 立 . 这 就 完成 了 定理 2.13 的 证 
RA. | 

由 定理 2. 13 的 证 明 中 还 可 得 到 如 下 定理 ， 

定理 2.14 设 Jz) 和 F(x) 如 辣 定 理 2.13 中 所 定义 ,再 令 

Jc) = Flr) + Baz), 

则 B.C tes TOR ea AB Coa. 特别 是 BL ER TTI 
是 C” 的 . 
2.4.3 Riesz 位 势 的 核 函 微 

在 得 到 Bessel 位 势 的 核 函 数 以 后 ,就 很 容易 得 出 Riess 位 势 
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I. RO Oe). 实际 上 由 第 1 章 的 命题 1. 20, 当 0 天 AGE Git, 
= jA+ sa}? — Jal. 

则 可 得 

一 ir? — |S ? Wk 

= lato 一 read 

= la+ | > ,CS|* 

kei 


x [A+ aj 


È 

JA+ eT + D ata t aj 
k=] 

+ OC [A+ 87-2), 


由 此 好 可 得 如 下 定理 
定理 2. 1$ Bw Rea>0,J,=(—A) TJE Riesz 位 势 算 子 , 则 有 


P 
I, = Ja + > brTan + Rap 
k] 


MSF. 其 中 Jatz (k= 0,1; , p) fE Bessel AAT, Rer Fé G 上 
的 对 少 具有 22 一 关 阶 连续 偏 导 数 的 函数 定义 的 卷 积 算 了 于 ,相对 应 
i, T. AR a Ta) A A SE 


I(x) = Jale) + DLANE + Rip lT), 


其 中 Jase (a) FE Bessel 位 势 算 子 jotu 的 核 旺 数 ( 二 0,1,*… p), 
RaO G 上 人 至少 有 2p 一 n 阶 的 连续 偏 导数 ， 


$2.5 紧 致 齐 性 空间 上 的 Riesz 位 势 与 Bessel ($ 


te M ERAIHIA As E M EH Laplace-Beltrami 算 子 ， 
同样 可 定义 M EH Riesz 0 7. Al Bessel 位 势 J 为 
L = (一 Ai, Ja = E — Aa, 
Rea > 0. (2. 98) 
设 ECM) , 它 的 Fourier 级 数 是 
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fom) = >) dit, * fm), 


ae Mf 
WWJ, FJ. 4 CCD ERE 
T= >) wt dmx, 
Ost ac M 


SA y= Dd) lat edah f. 
从 而 未 和 六 同样 可 看 作 中 心 广 交 国 数 Lm A Jn EC OOM) 
上 产生 的 卷 积 算 子 : 
Tx 和 def. 

实际 上 ,也 (和 .7 人 都 是 时 上 的 可 积 图 数 . 更 进一步 ,有 如 下 
定理 ; 

定理 2.46 紧 致 章 性 空间 M 上 的 Bessel 位 势 算 子 的 核 凿 数 
JamE Mol LA CAR. 而 在 2oEM SIE Gn EE 
要 部 分 则 应 以 下 的 下 (7 给 出 ; 


Cla | og | 27 | ， 
Fim) -| wa s = 0,264 5283 (2. 99) 
C, | |", FAERIE. 
其 中 mi 表示 m Bo ERY Riemann 距离 ,s 是 M H RER. 
证 明 仍 记 5G 为 MM 上 等 度量 变换 群 的 合 么 元 的 连通 分 支 ， 
oEM,.K EG Eo 点 的 迷 同 子 群 ,J(z) 是 避 上 的 Besse 位 势 算 
FFE RR 22 = pGn)-o, pEexpp, IS 


Im) = | ecmDipdh， (2. 100) 


就 容易 验证 J.) M 上 可 积 , 且 它 的 Fourier 级 数 是 
J,(m) ~ STA + "A * d On). 
其 中 SERI AON APA ACR A a EG 的 李 代 数 8 的 全 体 正 
根 之 和 的 一 半 . 
AA Jr 4E G\ ile} ESE Co AH, 2. 1000 BRA Gn) 
E M\{o} LÆ Cop. ARRERA On) E o 点 附近 奇 性 
的 主要 部 分 就 是 (2. 99) 式 中 的 函数 F On). 
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设 G 的 维 数 为 二 ,天 的 维 数 为 9. 因为 好 的 维 数 是 *, 则 有 n= 
5 十 g. 当 ae 一 ?天 0 2 4 时 ,由 定理 2. 13,700) E o oa EY BF 
VE SE H PRX 
zire = [Ite zl Sa 
0 F |z| >a, 
产生 ,其 中 | 了 | 表示 GPR x HAs e 间 的 Riemann 距离 . 也 就 是 
说 ,Perz) 是 下 面 关 于 天 的 积分 : 


C.f (ptm [nd (2.101) 


E o 点 附近 奇 性 的 主要 部 分 . 
按照 第 1 章 中 (1. 58) 式 的 8 的 正 交 直 和 各 分解, 设 
ptm) = expX,X € P,k =expT, TER, 
并 记 
expXexpl = exp(X +T + ZX, ĒD, 

WU FEE RRM CHER Bol. 4 |X| T SBZ T) 
WY RFP XC A TD ER OX h RE FE BY ST HE ARE. 记 
X= X/(|X|. To = T/T}. 

就 可 得 
Z(tX,T)= |X|- |T| 
X Zi Cm (Xo To) IXJ" -< |T|", (2.102) 
i B24 {XxX}, IT |< Bont HER Xo To EK FT G HE 
RK Ao tE FARI: 
Dy \Can(XosTo) | |X|" |T]" S A. (2. 103) 
mao 
将 上 面 的 (2.101) 式 中 的 积分 分 成 两 部 分 : 
[_lecmre irda | 


一 了 | 十 了. 


l + | l 
IX+T Ega |X+T =a 


面 为 
[ptm)| = |X|. |k] = IT], 
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\p(m>k| = |X +74 Z(X,T)|, 
ER PM YEO. OEG LAG 不 变 内 积 时 ,有 
|¥| = (YY), 

由 52. 103)3t, R Bo<a< Bi 4) RA 

IX + T| S 8|Z(X.T) | X| JTI <a. (2.104) 
从 而 了 作为 m HEBRE m| <a 时 是 C RRR. 所 以 FGA AY 
E o RSE et HE TPE. 

对 每 个 紧 致 李 群 G, 第 ?2 章 中 (2. 18) 式 中 的 函数 Do Ch) 是 
Weyl 群 对 称 的 ,从 而 它 唯 一 确定 了 C 的 李 代 数 49 上 的 中 心 郴 数 
D(X). H G 的 Haar 测度 dz 在 测 地 法 举 标 系 中 就 表示 成 

dz = |D, (X) |:dX. 
HEAT RHC AK RATA ENER, KO 
的 (2. 18) 式 中 的 函数 记 为 Do(KK, 人 ), 且 有 在 测 地 法 坐标 系 中 
dk = C | DK, TO PaT 
E K 的 规格 化 的 Haar WE, APOE MRM K 的 正常 数 .由 
此 可 将 五 表示 为 
=| IX +T +Z, | DAK,T) dT. 
[X+T ls ga 


EE m= pm) -o~expX +0 E0<|m| <La 上 的 函数 . 
四 (2.18) 在 1D,(K,T)|: 可 展 成 级 数 
ID K,T) |? = Sa (TolT |”, 
它 适合 
> [To <A, 
to 


XF TiN. 
再 由 
IX4+74 Z(X,T)\?= |X +T 4+ |Z2(¥,T/? 
+ 20X +7,Z2(X,T)) 
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= | 二 THO + BOX,T)) 
= (|X + ITISA + BCX,T)) 
和 
(1 AF 一 Scr 


t= 
可 得 到 
X +AT + Z(X,T)(* 


= (XP 十 IT IDF + BOX, TY" 


= (|X|? + TD SOC BX.T), 


k= ġ 


其 中 
BCX ,.T)= IXI- (FI 


IX + 了 | > Am Aari gy) |X j= [T |" 


mee 


+ ZATE S Bu (Ker Te IX IIT 
a Mage 是 


TIX 4Th, 
6B IX | ITISa 时 ,有 


[Xj + IT| ,Tl 
IX EP] AKT + XTS 7, 


XPIT LP XPT} 
RFT [Poy | Ban XorTo)| © XIT S Gi. 


这 说 明 


pia 


o 


(1 十 BOX, T)” [D,CK.T) |? 


=1+ > S aama (Xo sig) 


km] mene 

x IX HTX T] 
HFX ITiS 时 ,有 下 式 一 臻 成立: 
1 十 > > 


km) otk 


XT" 


Qe ems XT 1X +TI FT | 


oo k 
< AD cli <+ co, 


Ane 
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j= R= 6 中 的 单位 球面 ,ToE€ mm-: 是 王 的 3 一 1 维 体 


FH, 
arma (Xo) = | asma Xos TAT, 
就 得 到 
n= | (|X|? + IT [232-9 AT 
iX+T | 3a 
+> Set 
in] my foe qi 
x ax + ITDH x Ir [aT 
IXTS. 
= lo + ©, 2 aimp Xo) 
k=] mpk 
K damp (2. 105) 
先 计 算 上 式 中 的 ioe 
C1 一 via 一 Sa’, 
r= 
则 因为 g 记 0; 就 有 


再 记 a-(1a'— x1") ,并 记 


4 
X 2 
dtm KP + o1 = Fa 


= > alX|* {XF + uT, 


inf 


这 就 得 到 


1 — 
za} 


n= f XH ITE "dT 
|X+T liye 


= K [X]? 十 yida 
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1 a? 1 1 
Laif AXI + tudu 


il 


= F Orm as | x | 2 
é= i 


当 a s042,45°%. Bl a—s— 2EAOKT t A= 0.1,2.°° A 
SE s AT 2) 


_ cly J 2 oT anak | ae c—s 
h= Os Dy ae) IRD XY 


ca a 加 
-7 | 


由 ai We M a 


因此 就 有 
To = F(X) + AKI™, (2. 106') 
其 中 AO, F(X) FE |X|<A EE CH. 
而 当 a 一 ;二 0;214; 2%, BE a—s=2Noy No = 0,1, 2, BT, 
(2. 105) RAY AAP AE R 


cf 
Iy= @,-1 24 5. aR 


eM, 
amla | 
x | | a IX | 
2 N14 2% 
十 aN, log S 21 , 


— |X |iog1X [| 
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= F(X) + A,|X | ‘log|X]|, (2. 107) 
Ep FOX) X| <a EPE CHAO, 
用 以 上 方法 计算 Jime RAH a 一 s 关 整数 时 ， 


d yemp = F(X) + 2 z |X mtma 


ee 
a—s—k+p— 
= |X|"FCX) + bp X potete, (2. 108) 
EP PODHELX <a 上 是 Coa. 
而 当 ea 一 * 一 整数 时 , 必 有 pk AN, 1H 
a—stp—k—2N,= 0, 
其 中 MAREN AY E a 一 s 十 p 一 & 尖 0,2,4:"*， 
则 有 
damp = |X |TEL) + bp X [tte 4}, (2.109) 
而 荐 e—st+p—k=0.2,4, ME 
drma = |X |"URCK) + bpl X |tt Alog | X|}. (2.110) 
Here FODE Ixix ha EC? sbh 0. 及 因为 m. peek. aL 
(2. 108). (2. 10A C2. LIOR F H AR E X=—OR H a E HEF 
(2, 106) 或 (2. 107) 式 中 的 任意 一 个 ， 
这 样 在 ce 一 ” 关 0,2, 4 时 ,由 上 面 的 证 明 以 及 
[m| = |p) 0| = |m) | = lexpX| = |X|. 
就 证 明了 定理 的 (2. 995K. 
当 ax 一 ”一 0,2,4,… 时 ,由 定理 2.13 知 ,Je(z)? 奇 性 的 主要 部 分 
由 (2. 82) sy PR B.C lA | 产生, 即 由 


BD] FARA (| 7)， 
Yea, |[Y| <a, x=expY EG 
在 GG 的 么 元 附近 产生 ,其 中 


B| |b — SAE |. C\¥ | 十 u) H du, 
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户 为 正 整 数 ,a 一 r 一 2 站 一 一 2，& 一 元 一 2b—-2m—2. 
SB 


(5 ajar 


_ (— 2)"m fev’ 
o a Tea 


rat 


(|Y |? 十 ud "wt ldu 


+{1- | 的 5 一 1 次 多 项 式 . 
司 前 面 的 讨论 一 样 , 记 Y=X+TE€aq,.zER”, HO, DEA 


OR” MLH 2 € GDR" HM z 与 9 正 交 , 从 而 上 式 变 成 
[总 | ad7D 


{— oye 1] 2 2 ¿^ —1— m ze 
= SRY | seca PI? + O dz + Do. 
取 x= pm )k—=expY N |e} =(¥ |. C2. 101) AY A 
EX RRR DYORRA DEE o 点 的 奇 性 就 由 上 式 产生 .再 


将 上 式 代入 (2. 101) 式 后 ,积分 分 成 和 I, 同样 可 得 LEXI 
5a 上 的 C= 函 数 , 而 六 的 奇 性 只 要 考虑 以 下 的 积分 


Io = | CPE + ITI? + lz1) "dTdz. 
|X+T+z2la7e 


rn 


WR u= |T| + |z| A= 
则 可 得 


-二 F 
zex), 


Lo= wai) € |X [E 4 ut) ut du 
ù 
i a 
= 二 as CX|? 十 u) rut du. 
因为 一 m 一 1 一 地 (a 一 一 6》, 同 前 面 一 样 ,可 令 


uT = S alr|* dax] 十 uzt, 
k= Ù 
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则 I, 变 成 


Po 一 wnai Dae |X | 
点 二 全 


AŽ 
x | X bayer da, 
i 


AN ESRB] 4 a—s0, 2,4, a —s— Be OR A=0,1,2, 
… 均 成 立 , 从 而 积分 后 的 值 与 42. 166) 式 相间 ; 当 az 一 "一 0,2,4 
时 ,无 论 3 为 个 数 ( 这 时 只 有 有 限 个 a KORE g 为 奇数 ,使 a 一 s 
一 2ko 二 0 的 系数 ai 必 不 为 零 , 从 而 积分 后 的 值 与 (2. 107)? 臣 相同 . 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . | 

同 定理 2. 15 一 样 , 紧 致 齐 性 空间 上 的 Riesz AATRE 
函数 有 以 下 渐 近 展开 ， 

定理 2.17 紧 致 齐 性 空间 上 的 Riesz AARTI. 具有 如 下 
的 渐 近 展开 ， 


p-l 
I, = Ja + D bidara + R,. 


iw] 


相对 应 地 T. 的 核 函 数 Lm) OF TT: 


Lm) = Jm) + Db u On) + R, En). 


其 中 J,wGm) 由 定理 2. 1644 Ram REAR p—s 的 各 阶 连 续 


WFA „s=dimM b= cl e| se, Ea- THe t=O RITA i 
A FEE RES 2° 的 系数 . 


$2.6 Riesz 变换 与 奇异 积分 


取 紧 致 李 群 G 的 李 代 数 的 一 组 标准 正 交 菇 XX, FF 
Ayes dn AEM BA G EHETE mE. G 的 Laplace- 
Beltrami 算 子 4 就 是 

4 一 Yi， 


4=1 
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m G E Riesz 变换 R, WERA 
R = (— At, j= 1,2,- on (2.111) 
将 上 述 定 义 与 欧 下 空间 上 的 Riesz 变换 作 比 较 ; 从 欧 氏 空间 
上 的 Fourier 变换 来 看 ,不 难 发 现 (2. 111 AE EER 2 E 
上 的 Riesz 变换 的 自然 推广 ,这 一 定 必 大 概 是 Stein. E. M 首先 提 
出 的 ， 
紧 致 李 群 G 上 由 (2.111) 式 定义 的 Riesz 变换 不 公 是 一 个 奇 
异 积分 算 子 , 它 还 具有 一 个 重要 的 性 质 如 下 : 
记 Ker (QAG 上 适合 4f—On me PH SEAR E MA, 
则 对 紧 致 李 群 G 来 说 ，Ker (OBC LAR ERA a. Bic 
S'(G) /Ker(A) H C°(G) LK XB A Ker (Qi Gh A E 
间 ; 则 对 FES’ (G)/Ker(A), A FRAY: 
— (Ri + 0: + RDF = f. (2.112) 
对 紧 致 齐 性 空间 M, Riesz BIR MD PARE Re, i 
S=dimM , 则 当 M 不 是 紧 致 李 群 时 ,一 般 地 说 , 巨 论 怎样 定义 
Riesz HR, (fj=1,2.°+.5), — (R+ 4+ ROI 都 不 是 空间 
S'(M)/Ker(A) LW SRT. 其 原因 在 于 : 当 M 不 是 紧 致 李 群 
时 ,在 e 点 割 迹 的 内 部 Weo 上 ,不 存在 这 样 一 组 基 向 量 场 有 ，…， 
XB 
A = Rif oe + RP, 
2.6.1 FRFRE Riesz 变换 
AE eh (2. 111) ste Riesz 恋 换 对 CoCG) HARE. 
ił SEC~(G), Eft Fourier 级 数 是 


f(x) 一 s, d,Tr¢ fiotz)), 


ieG 


则 由 R, 的 定义 和 Riesz 位 势 算 子 的 定义 可 得 
(RAM) = DD dunt TrdeX) Fplx)). 


opie? 


(2. 113) 
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由 (2. 11DA Rf Ær at 
Ss? ad 
Kia) = DD dyn’ TrddetXpatz)) 


omace 
与 地 的 卷 积 , 即 


(Rf) Cr) == K (+) x f(r), j = ] ,2 
另 一 方面 ,出 (zx) 的 Fourier 级 数 是 
(a) ~ 5 m dr), 


gE 在 


特 可 积 函 数 OSE Mee Kee To ES AR 
数 意义 下 的 导数 ,有 妈 
K(x) => (RC) Cr). 
但 是 1, (FE Gel EB CoH. AT 
Kr) = (X OÐ) Cr), j= 1.250508 (2.114) 

在 GN{e} 上 是 有 定义 的 , 且 它 在 CN(e} 上 也 是 G HKA. HA UE 
定理 : 

定理 2.18 8 R G=1,2 nem ECO. 111) 式 定义 的 Riesz 
WH K Cr) G=1,2 2 FEC. LIOR MAG ERR, 
Riesz 3h R; (J 二 1,2,…,n) 是 奇异 积分 算 子 , 它 的 核 唔 数 就 是 
K (2) ,特别 是 当 FECTION A 

(Rf xr) = P. V.K; C) * f), j= 1 2ean 

成 立 . 

证 明 aid K,. OAL. COPE KOM LOAaG LW 
RE(7EG, jr >e RERA RE. HEAR ER MA 
P. V. KC) * flr) = limK,,.C+) * fix). 
根据 (1, 109) 式 的 卷 积 的 定义 ,有 

Kye) * fr) 


= {Kf ry ay 


= lim + (i, CyexpzX,) — [,0y)) fry dy 


1—0 Ë J | ytme 
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= Jie 十 Haes 
其 中 
.= lim 二 | tty) (fCrexptX,y-9) — Flay dy, 
v ze 一 lim + TO 7 Dy Ute} | x f Cy) fCrexpeX y Ddy 
而 在 Jab LA} DR Jak UM 


De)= {x € Gs |x|] Ge} 
Mr E G, lexp(— 2X,)z| S }, 
D, (t,e) = (x E G, jexp(— tX pri < €} 
AN € G, [xr] <e}, 
其 中 ,|z| 表 示 工 与 么 元 e 闻 的 Riemann EA. 
在 测 地 法 坐标 系 中 具体 计算 D G DM Da, eH Haar W 
度 , 可 得 
mes{D Oe)} = AE Ol 4+ BG ,ede + Ee) 
用 得 
mes {D,(t,€)} = Ae ul + Btt,ee + Cott EH), 
其 中 A SAF CBM Bs (lt,5) 关 于 1 和 一致 有 界 ， 
Cte) 和 Colt,t) 对 取 定 的 6 关于: 一致 有 界 , 且 在 下 面 计算 中 将 
它们 简 记 为 BBM CCa. 
再 简 记 
giy) = d ly) (rexptX ii '), 
并 对 J, AERAR HEER, ME) 


J .= limA,e” ‘(gCy) — gly2)) 
+ limA,e"(g Gn By — g (52) Br) 
+ limA,e” ‘(gly Wy, — gC), 
其 中 yE Dae), y€ D: (te)., 


HEZ, 15 和 fA COTE B84 ve D Ge j=l, 20 
ERRAT COCHES A ER 
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lgty) 和 4 人 7 6 一， 
只 要 0<z< 了 e. 而 由 定理 2. 15 又 可 得 
了 和 -一 FE + K(x), 
当 户 取得 足够 大 时 ， 六 (zl) 在 Ge 上 圣 少 有 p—n BERS 
WSR, EG LBS p—n 阶 连 续 偏 导数 ,从 而 可 得 
g OD — gy) IS Ely D ft ly DI + A 
+ Aye" + EC|| Ralli, + HEll)» 
其 中 第 一 项 在 :一 0 时 趋 于 零 ,| 小 -表示 函数 的 所 有 一 阶 全 导数 
Ay L° 范 数 之 和 . 
于 是 得 到 
limfa. = Ü, 
所 以 有 
PV.K (Cy f(r) 
= lim rane Cy) {f Crexpt X, y?) — flry }dy. 
BAERI P.V.K COO) « fxr) 的 Fourier 系数 ,可 得 
|P V. K f+) * FCTID (CTY dx 


= lim al | Os) {CrexptX,y 1) 
ra & 


ri] 


一 fry Datr dada 
= lim | | n OFDD 
È JGJG 


x CatexprX,) 一 Dek dada 
0, A= 0; 
| fry BHOKAE GG， 
因此 , 当 FEC? (G) RTP. V.K, CO + f H Fourier 级 数 就 是 
(2, 113) 式 .于 是 定理 得 证 ， [ 
定理 2,19 在 测 地 法 坐标 系 中 ，Riesz PRR WEAR 
Kj (2) E G\le} EE C RA. H KO ZR 
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Ke) = Cz 07 + rr), FH 12a ots 
其 中 r OEG LAE. CORR CNM. 2 i/C 中 的 点 
+ 45 e SH Riemann Fb. 
证 明 在 & MERE EX, X SPOT KEG 有 了 唯一 
的 坐标 表示 
X = eX, + xX, fo + pA n- (2.115) 
iG. 是 关于 么 元 e HABA OB GAT e 的 切割 迹 内 
部 . 则 当 r=expX EG... XE RA 
jr] = |X| = Gat tee + x7, 
xt X ER, r—expxX.id 
F — e-t 
adxX 
WE RAMEE A rla 的 一 个 开 集 上 为 实 解析 的 ,由 第 1 章 的 
§ 1. 3 节 可 得 


一 (a,;,(2)) eee (2. 116) 


X, = Dayle) 3 P= 1.24% 57. (2.117) 
HE2. 13 和 定理 3, 15 , 当 六 天 4 时 就 有 
Ive) = Ci |r| + R), 
FP CYR Me) C7 1.2." DEG EDR BBS rl = 
MG |clee WEER E A lr la, MEME Ala. 由 此 可 
得 
(XL) Cr) 


i a 
= C -2 I~) + (R)I) 
ai, a! Ize") * 


= C 一 n) > a (oaa + (ÑR) Cz) 
tm] 


= 人 zi 这 | + rr). 
在 上 式 中 用 到 若 设 
(hul = latr) 一 了 (2,118) 
WEE MRF CHa DER A, HEY risa HEj 时， 
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BOD | 寺 Ao1x1。. 于 是 定理 得 证 . | 
2.62 基 致 李 群 上 的 奇异 积分 

由 上 一 小 节 关 于 Riesz 变换 的 讨论 ,可 以 看 出 能 将 它 推广 为 
紧 致 李 群 上 更 一 般 的 奇异 积分 . 

H GHE g 在 (2.115) 式 的 坐标 系 下 ,作为 一 个 n 维 的 
欧 氏 空间 ,a 上 的 大 深 齐 次 调和 名 项 式 所 成 的 空间 为 AL. 对 多 项 
式 

Pilti’) E A, 

定义 相应 的 左 不 变 向 量 场 的 和 多项式 PRODA 

PAX) = Py(X 0X), (2.119) 
WTPOOLAPHRRR p 之 下 的 表示 多 项 式 是 

P,(de,(X)) = Pilde X), tede, (2.120) 

再 令 奇 异 积 分 算 子 了 为 

T, = PDCA, (2.121) 
则 有 

定理 2.20 设 了 并 一 1,2,… :由 (2. 121) 式 定义 ,了 (zx) 是 
Riesz 位 势 算 子 hL HERR. T, 的 核 函 数 是 

Kx) = (POOL) (Cx), 

EER: 

(D 4 fEcr(a), M 

CTD C) = P, V.K, C>» fiz); 
(2) KO Bl EAR 
Kir) = CPress la| T + RG), 

其 中 RCDE G ERE. C RF GA k; 

(3) 一 般 地 , 设 apanta E RS 


T = > aT i 
+=] 


M T HEA Kir) Ñ 
Ki) = KX |X DIX" + rir), 
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4 的 单位 球 而 上 的 Fourier 级 数 为 


AXX D ~ Say PiCay ser te) |X|. 
+=] 


证 明 4 GEER a2). A E 
(at, A e + GE 
Xf asa, 在 复 域 C POA CY DOSE AR zie, RRN 
i EMA ae KT AR RE SE. AB Ea ts Hant) 
FE 1 A SRE Ae ORTH FEE RPE 
aj taster ai= D, 
从 而 当 komt 
A, = span lary ++ + a,x, d" + +a? = 0}. 
因此 ,只 须 对 形 如 
PX) = (azi 十 … ta,2,)', 
abt--tat=0 
的 PiE A, 来 证 明定 理 . 
在 法 坐标 系 中 ,由 (2.117) 和 (2.118) 式 可 得 


P,(X) = P| S| + Ql 7] 9 
其 中 
a * 
= | a, 一 一 + 7» +a, Z + C2, 122) 


Ql A = 人 名 œ| =] 十 低 阶 导数 . = (2. 123) 


其 中 m= Gry om) oma 为 非 负 整数 ,二 1 yn [oe | =m tee 
+ tn. AM |z |a 时 ,存在 仅 依 问 于 G All a 的 正 数 Ao tE 
lf D| S Alal. 
由 定理 2. 13 和 2. 15. Pí: 4 k— n0, 2, Rt, 
hle) = Cijeli + rlr), 
EAr OE Gs ETR, MAA 
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(POLO) 
| a PP lke 
+ (Pyr) Cr). (2.124) 
由 (2. 123) 式 , C2, 124) 式 中 的 项 Ql 5 | ACh lel EGE 
可 积 , P Dro o E G ETTR. AERA 
Ria) = (P, ra) Cr) 
d &—n7 
+ Qf Glem 


+ C,P Crest Cle |" * — |x|rt*), 
EG 上 可 积 ， 
其 次 可 得 
P| | Ciel 
= Ck — m) (k — 2 — nje} — & — n} 
X PyCxry setts a lai. 
实际 上 ,有 更 一 般 的 结果 如 下 : 
引 理 2.10 Pita et DCA XE r DÆ EA 
6 $2 [a] A Ss , 则 有 


[P| 站 a CX) 
= Py(x,,5° “zol 二 | f) le) (2.125) 
RE R= 1,2,--~ RI. 
证 明 只 需 对 形 如 


P, 3} = [4 aot tase), 
atone tai=od, 
H k2 tee ue A. asiz. 7 可 得 
十 ta, AURS 


T 
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= (az) 十 … + ant, | Sf) IX). 
再 用 | agtta 5 HERSIR AEAF 
> TI OXD + (am + 
+ ardanl T) fax | 


= (axı 十 + oz 一] FI GXI. 


由 以 上 结果 用 归纳 法 就 证 明了 引 理 , 于 是 证 明了 定理 中 的 (2).， 
St FEE PH) BS rla 2 h oO AAEE lale, 

Ly. BEA LC). M 

Kple) = (POON C) Cx) 
E |r Se 的 值 也 为 零 ; 在 jzj>>e 时 的 值 为 Kld. 因为 Ki Co 
Fourier 系数 可 由 分 部 积分 直接 计算 等 于 

(Ki = Urdi Pi (dpe). 
从 而 可 得 :对 于 FEC TG). A 

大 Cs = Tee (POO ANG). 


由 于 
P. V. KiC) * f(x) = limK, (+) « f(z), 
于 是 得 到 
P. Y, K, C) * fir) 
- > m'di Tr (Pelda) Fp(x)). (2.126) 


从 而 证 明了 (1). 定理 中 的 (3) 是 显然 的 ,于 是 定理 得 证 . | 
2.6.3 紧 致 齐 性 空间 上 的 Riesz 变换 与 奇异 积分 

对 紧 致 齐 性 空间 MM, 设 M.0.G.K.9=b@p. p=T.(M), m= 
Pl) reo, 及 PD 上 内 积 (*，*) 均 与 第 1 章 8$1.3 中 的 相同 ,再 设 M. 是 
MÉT o 点 的 制 迹 的 内 部 CCp eM EF o RBH AR. 
WE RA XE N,+expX-o€ ad 给 出 0 到 M。 上 的 微分 同 胚 ， 
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当 M 不 是 紧 致 李 群 , 即 p 不 是 8 的 子 李 代数 时 ,Riesz 变换 就 
变 得 较为 复杂 了 .以 下 首先 考察 M 上 的 向 量 场 . 
WXEp ,通过 M 上 的 等 度量 变换 群 ,X 可 在 M 上 定义 两 个 
自然 的 向 量 场 羡 和 全" ， 


(Xf Gm) = © f(p(m)expeX *o) + (2. 127) 


fei} 


X* Ayn) = © flexpeX * rt) (2.128) 


一 外 


XM, LEC MMB HEM EX BERBERA 
基 场 ,例如 当 MERE ROT, MR. XM LBC” 
向 量 场 AR YCS. WY tE 对 EB CEE. 
取 了 的 一 组 标准 正 交 基 X XU RO. 111) 式 ,就 可 定 
MU PRABRT: 
R = X A3, j= 1,2 ys 
利 
Rj = (Ai, j=], pes. 
MF] eM AEST RT : 
R,=(0,4 A= Oryg? Idp,cX;), 
OAE M}, j=ls. 
并 称 R; 为 Riesz $ 4, R; FES R, 配对 的 Riesz PMR, 是 与 RR， 
相伴 的 Riesz 变换 ， 
R R UVR; 的 核 函 数 分 别 记 为 Kn) BGM Kinm), € 
们 定义 为 
Ki(m)= (Rr IC)) Gn) 


` + 


fag 


K jm) = (XC) Cn) 


d 
di 


I, CpGnjexpitX, +o) 


7 
img 
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Kj(nym)= 全 {ha + m)} 


一 Sho sexptX,+m)!|, 


其 中 j=1,2. 5s, 从 而 有 如 下 定理 ; 
定理 2. 21 Riesz 变换 R MRR; 都 是 奇异 积分 算 子 ,对 
FEC™(CM) 分 别 有 
CR m= PV. K, C)» fn); 
(Rf) Cn) = P. V.K C)» fn); 


(R N (mm) = P, VY, | Ko sm) (njdn 


成 立 . 

证 明 OS hi M PRA (mE M, || ec} AOE R 
SiGOWRE. BP a! 5m Fo 两 点 间 的 Riemann 距离 , 将 
1. Gn FE KR, Gn) BOOM KGa em BERR LO RE 
SCT pa ay Kim) Rm 和 Kinm), HAG 

P. V. KG) fGn) = limK,,(+) * fan), 


P. V.R; Co # fn) = lim ,..€+) x f(m), 


P. V. | Kian smi (nddn 


= lim| KC sm) im dn. 
Eirug 
Kja) «fom = | | Kin + mf ddd, 


其 中 
kn! e m= kpin) l! em = kpin) pim) +a 
=k pn) piar) +a 
a> 
gP) = | Ki,Ckp a)! + odk, 


US ALERT ER nM MREK 均 有 
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genk) = g(p(n)) = gin) 
R REE KOC # fOr HAP RAR POA 好 上 的 等 度量 
变换 pim) YEE ERR pn) enn, RB 


Klew f(m) = | | Knee oa) fn «+ n)dndk. 
由 此 可 得 到 当 FEC’ CADET KiC) * fOn) ti M EW Co Be. 


因为 
(Kici = (LCs tdp CX,), 
设 FEC” CD 的 Fourier RR 
fan) = Dy a,Tr iT mn), 
1e Ñ 
则 可 得 


Kyte) * fm) 
一 一 >> dTrí E E i Dida X,) Tin?) " 


A 
JEM 


‘BBE. 5. 4 小 节 中 所 述 , 可 得 
> 1d e.(X;) 过 PK ) Saal, 


EPI Ed 阶 的 单位 阵 , 两 个 方 阵 ASB Eja BoA 是 半 定 下 的 ， 
从 而 当 0 关 AE 及 时 ， 
wt dp(X), j= 1,2 s 
的 每 个 矩阵 系数 的 绝对 值 都 不 超过 1. 由 o E M EAR, an 
得 
Ò, A= 0; 
PEE RETE TE- M. 
因此 , 当 FE CCM, H311. 18 就 得 
Rif) (m) = limK),. * fm) 


lim( LC) -1 


= 5O ATryn? LAX) TGr). (2.129) 


oiek 


以 下 再 考 感 


82.6 Riesz 恋 换 与 奇异 积分 


Re) t f On) = | | Rm . m) fin)dndk. 


由 以 上 的 讨论 可 作 p Gn) enn 的 变量 置换 而 得 到 
K, C+) * fGn) 


= | | R nn! +o fim * njdndk 
KJ M 


= | | lim +11. (ep Gn) expeX; +o) 
KJ M ro i 
— Í, (kn! » o) lf Gnn)dndk 


一 Jans + does 
其 中 


J. = lim +f F n) 0) 
x (f GmexprX, on) 一 fGnn))dn 
=| ua 0D) da 
em 


x Trt fie pm dp (Xa. pt) Edn, 


J, = lim 一 l || 一 | | 
rea È D tt) D tit) 


x I{n le" of GnexptA, + nydn, 
D a= mE M,|m| SE} 
\im E€ M, jexp(— £X;)m| SE}, 
D,(2,6)= {m € M, jexp(— tX m| <= €} 
\im E M,|m| Se) 
同 定理 2. 18 中 的 证 明 相 伺 , 可 得 到 
lima. = 0. 
由 此 可 得 
P.V.K,C) * f(m) = limK;,.(+) * f(m) 


=|, La +0) >) a 


ice 
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x Tr fies (p Gn) )dp,(X,) op) da 


= ` dat 


otie 
x Trc fie (p(m))dp,CX,)1,) 
= (AA) Gn) = (Bf) cn). (2. 130) 
最 后 考虑 


| Kre(nsm)f(nddn 


= lim + (fin texpiX +m) 
evo É JM 


一 JGam) ddn, 
因为 五 (共有 以 下 性 质 ， 
I (een =LOOM{ERA nE M, REK 成 立 ， 
从 而 可 得 


| Kn sm) i (nddn 


— lim Lf I (a! 0) 
E JN 


iO 


X {fCexpeX mm — fGmn)}dn + J, 
= | fe “oX; A) Gan)dn 
+ Jaa 


= Dex (RP AVON) + Jaras (2.131) 
其 中 


Jae= lim + ‘| — 
+o ŽŽ D ee} D iti} 
X Tln + of lexptX; + mn)dn. 
同 定 理 2. 18ER AA. Bye 
lim, . = 0, 
~~ 
AME (2. 131) PS e->0, 得 
P, V. | K, nm) fnddn 
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= limf Kn sO f mda 


= TO) CR Dan) = CR? N) On). 
XM SCAR TE BBY EAR. | 
以 下 讨论 定理 2. 21 中 的 三 个 核 酒 数 的 性 质 及 三 者 之 间 的 关 
系 , 即 如 下 定理 ，; 
定理 2. 22 Riesz 型 变换 R, R, WR! HK RR K, im), 
K ODM K; anm Aw FASE 
C1) K,(m) E Mlo) EE CR eR. E o 点 附近 在 测 地 法 
坐标 系 中 则 有 
Ktm) = Cx |m| + rm), 
Ep CMRF Cor Om E M EAR om —expX +o, XER, X= 
ay My te a: =P, CE. 
(2) KODE MANo kÆ C7 HAR, AA 
Kn) = Kj(m) + 7,(m), 
其 中 rm) TE M 上 可 积 ; 
(3) K; insem E MXM {nn}yEMXM} 上 是 CC“ 的 消 数 ,并 
HA 
K (nam) 


= K, a) em) + Dos mK -m) 十 (nn) 
=1 

成 立 . 其 中 

[rinm] S Afa emt, 

lan | S Ao lm |, 
A HDR F M EERS, am| mw、n 两 点 间 的 Riemann E 
B ,s =dim MM, 
证 明 Ge 1) i m=expX a, X Eh, 

NA expiX expX +o 

= expAd (expeX ,) (X jexpi X; +o 
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= expX + exp(eX, — foes dXGX; + OC#)) - 
= expX + exp[ 4X, dw 2 ; o 
= exp(X + ACK) UXD — B(X)UX) 十 DG) +0, 
其 中 
7 Fi — ge add 
B(X) = A(X) n| 二 adX | H 小 
_ I — e`" 
A(X) = n -二 让 一 > 
H aA p 上 的 正 交 投影 . 


现在 对 m—expX+o 令 
ACXA) | — BCX) = Calm)), 
(buon = lasm) 一 了 
FAI dé s Bra ie. 从 而 可 得 
[bo C7) (SA lam | BAER |m |e 成 立 ， 
其 中 AA RF GC Al a>. 
现在 由 定理 2.16 和 2. 17, 同 定理 2. 19 的 证 明 一 样 就 可 证 明定 
HB iy (1). 
定理 中 的 (<2) 的 证 有 明 与 定理 中 的 (1) 一 样 ,与 之 不 同 的 仅 是 到 
ACX) = lanm). 
因此 , 关 ,(m) 在 o 点 附近 的 表达 式 就 与 天 if 相似 ,差别 仅 在 于 可 
积 的 部 分 ,所 以 定理 中 的 5202 成立. 
最 后 证 明 征 理 中 的 (3) :研究 函数 
Tln expt m), 
并 设 m—expX ‘+o sn=expY to on” 二 一 人 DZ 
wé=X—-Y. Pru Y=X—é,HA 
expí— Y) -o= exp(— X +4) +o 
=exp(— X exp 
x (€- To X98) — OC) +, 
expiX,expX * 0 
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= expXexp(tX, — TCXIBCK)GX,) + OQ) «a. 
BHT (X)=ACX). 由 此 可 得 
Z2=TC-— X) + OC S|?) = ZK ,YY), 
n”*exptX, > m 
= expZexp(tx, — TCX) B(X) UXD + OG") + o. 
MEW Z=2X +e +2X%, FAERIE X SES EE, MW 
可 得 
n expt, * m 
= exp(Z + EZ, X) (Xp + OY) © a, 
其 中 
ECZ,X)= AOU — TOMI BCX )) 
= | —TCX)BCX) + (A — De — TOXDBOX)), 
ELA m=-expX oun '*+m=expZ +o. & 
— TOXSOBCX) = (a,On)), 
CAO — FOU — TIKEK D = h lK )), 
则 可 得 


EI i expeX, = m} 


= Dy lan) + dy(Z md) Fo + 5, 


k=) dz; 
HAE |Z|<a@ E, 
lB ZO SAIZ|, l,j 
ERE, 
a D| SS Ag|m|, EREE 


经 过 与 定理 2. 20 同 样 的 具体 计算 ,就 得 到 定理 中 的 (3); 从 而 证 明 
了 定理 . i 
设 了 YY 是 $6 的 一 组 标准 正 交 基 , 其 中 = 二 dimG. 则 由 
(2. 128) 式 ,了 72,… ,了 * 也 是 M 上 的 向 量 场 . 在 测 地 法 坐标 系 中 ， 
由 
exptY expX + 
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= expCX — tad (Y; + O(7)) +a 
= expXexp(— iT(XCCX)CY;) 
+O +0, 
就 得 到 
n+* expiY,* m 
= expZexp(— 1TC AIC CX ICY ,) + OG) +o 


其 中 
人 (一 Tadxrf7 一 五 ) 
现 亿 
— T(XICCX) = (CX). (2. 132) 
则 有 如 下 定理 ; 
定理 2. 23 WR? =F (一 A) 3， fost lesa. FFE 
Kinm) = SI Cn! + exptY; +m) [nos 
则 对 于 SEC OM) A 


(R* Amn) =P. V. | K, mf )dn 
成 立 . 且 对 fasten A 
K;(aym) = Y WOK a +m) + (nym), 


Åm] 


AP h (Xh 132) RS RK mn Be. 2A, BEER 
KHF M HIER A. HA 
|r j,Cn,m)| S Ala m|, 

定理 2. 23 的 证 明 与 定理 2. 21 和 定理 2. 22 FT. 

代替 紧 致 李 群 上 的 (2.112) 式 , 当 MRE RARER OXY 
RA sa) ,有 如 下 定理 

定理 2.234 BARBRA [fe] LW Laplace-Beltrami 算 
F Ker (ABA B SUDEC UDELL XBR RA = 
间 , 则 对 每 个 ES (CM) /Ker(AD. A 

— (CRP) fee + R Y + RY te + CRIP) PH fF 


—k ch e 


$2.6 Riesz 变换 与 奇异 和 分 201 
成 立 . 
证 明 只 人 须 对 不 可 约 西 表示 在 M EARR TOn) OAE 
加 ) 证 明 上 式 成 立即 可 . 由 
LAT, Gm)) = po Tin) 
和 (2.132) 式 , 当 AA OBS, BAG 
RJT Gm) p= m ST, CexpeX, m) 


f= 心 
= yi, da LX pTi (mn) 9 
由 此 易 得 4 天 0 时 ， 
— { (RIY +o + RYT On} 


+ 


= “| > — (de,(X,>>? 


了 一 1 


+ >) — (dac¥,)' T, On). 


Jj 一 5 十 1 
由 1. 5. 4 小 节 知 
> detxX + > (dp) 一 一 AT， 
了 一 】 amit) 


其 中 了 是 d, 阶 的 单位 阵 ,从 而 定理 得 证 . | 
以 下 讨论 紧 致 齐 性 空间 上 的 奇异 积分 . 
仍 记 Xo Xp X, A P AAA PME LE EE. 对 ep, 
X = 2X, + eM, beer + 2X, 
给 出 了 六 的 坐标 Cz az). 
W A, A PFARRER p Fey & KK SHAS 
所 成 的 空间 ,对 
Pilris ysT) © Aas 
相应 的 微分 算 子 多 项 式 是 
P(X") = P(X yo BD, 
P(X) = P(X A). 
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则 可 定义 上 的 三 种 形式 的 奇异 积分 算 子 ,它们 的 核 函 数 是 
Kim) = (POLO) Ga), 
Riim) = (PAX) Ga), 
K,(n ym) = P'HO mm) }. 
其 中 (tm) 是 Riesz 位 势 L HRA R. TAK PRR a n 看 
VERS (Bi Boo m 求 导 . 
ERETP RAR RRSP fEC™ CM), 有 
(Tf) Gn> = P. V.K x fim), 
(Ff Gn) = P.V. RC) x fm), 


(Te foGm> = P. V. | Ki anf Cn dan, 


Bp TT. ATs 还 可 表示 成 
T, = PR Aya," 
Ty = P An. 
则 同 定理 2. 21 和 定理 2. 22 相 他 ,可 得 如 下 定理 : 
定理 2. 25 i Kin), R Om AM Kiln om OSS T, F 和 
Ti HRA. MA 
(D KiGn) E M\io} LÆ CJ K Om E MMMo} EE CH., 
Kiin, Æ MXM msm E MI E C”. 
(2) 在 o 点 附近 
K,Gn) = CP sr) (mm | + rm); 
Rin) = K, On) + rim), 
Kinm) = K, ' em} 
+ Sap (mK, (nm) + rinm), 


i=l 


其 中 m=expX*o, X=ayX Ht HAK,» 
r,0n), nem M LIR, 


Irin ro | S Ala a| 7, 
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Jann) | SS Aglm}, Jf = 152500745. 
Ci (MMT Mlk, AKER M. 
当 作 用 于 FEC? (CM) 上 时 , 设 
fon) = So d Trl ATiGn)), 


ay 
ac M 


则 有 
(TA m= >) wd, 
ovac M 
x Tr,Py(de(X)) FTGm)), 
TiN m= S) wa, 
ozige i 
x Tr AP (de.(X))TiGn)). 
其 中 


P,(dp,(X)) 
= P,(dei(X,) ,dp Xa), ,dp(X,)). 
更 一 般 地 ,可 定义 算 子 了 为 


T = aT. 
k=] 
T HER Koma SE 
Kim) = KXXX D DẸla| = + rim), 
HO m=expX+a,XECQ, rime MM 上 9 可 积 , 设 
X = 7X, + + ar, X., 
则 有 
XX D 一 Dd aP, aea) |X|. 
=] 


定理 2. 25 及 上 面 的 其 他 结果 的 证 明 与 2. 6. 2 小 节 中 的 证 明 相 
{EL FEI MA ER. 
2.6.4 附 记 

在 本 章 的 各 个 定理 中 , 知 将 Riesz 位 势 L RAK BRM LO) 
(下 一 1 ,2 对 紧 致 齐 性 衬 间 则 取 有 一 1,2, °° PRA Bessel 位 
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J, RAO COC KE MT Bessel W= 1) BAR A AT 
措 积 分 算 子 . WRA RY FEE. H Bessel 位 势 的 核 函数 
来 建立 紧 教 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 奇异 积分 , 它 的 核 沙 数 就 更 
加 简单 且 便 于 计算 . 而 当 C 是 一 个 交换 的 紧 致 李 群 时 ,Riesz 位 势 
与 Bessel 位 势 就 变 为 相同 了 ,因为 这 时 等 价 于 OCS RIES A 
一 半 ) 为 零 . 

对 紧 致 李 群 和 紧 致 齐 性 空间 上 的 奇异 积分 的 研究 ,主要 的 不 
应 该 是 它 的 局 部 性 夺 , 如 同 基 些 研究 者 所 作 的 那样 ,用 欧 氏 空间 上 
的 奇异 积分 核 来 拼 出 流 形 上 的 奇异 积分 核 ,而 是 应 该 研究 其 整 体 
的 性 质 , 本 节 正 是 这 样 考虑 的 ， 


$2.7 Riesz 一 黎平 均 在 通 近 论 中 的 应 用 


E $1.6 PEX Riesz— BPS A Riesz— BF HBS 
紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空间 上 的 三 角 多 项 式 . 自然 希望 能 用 它们 来 
得 到 紧 致 李 群 与 紧 致 齐 性 空间 上 通 近 论 的 香干 缚 果 . 另 一 方面 ,由 
定理 2. 8 可 以 得 到 当 d= + (n—1),n=dimG 时 ,定理 2. 9 与 定理 


2. 11 的 条 件 已 不 成 立 ,因而 9 一 六 (mn 一 1) 是 紧 致 李 群 上 Riesz 2 


平均 的 临界 指标 . 于 是 自然 要 间 , 广 义 的 Riesz 一 裴 平均 的 临界 指 
标 是 什么 ? 

上 述 问 题 的 解 光 , 均 依赖 于 得 到 广 交 的 Riesz 一 黎平 均 具体 的 
Poisson 求 和 公式, 这 一 问题 对 广 尽 的 bel 一 裴 平均 同样 需要 解 
决 . 我 们 用 渐 近 展开 的 方法 来 讨论 广义 的 Riesz 一 妖 平 均 的 核 炒 
数 , 它 同样 适用 于 讨论 广义 的 Abel 平均 . 

2.7.1 广义 的 Riesz 一 黎平 均 的 渐 近 表示 

在 定理 2. 5 和 2 7 中 , 当 &# 是 L0, 十 ce) 上 具有 适当 性 质 的 冰 数 

Ht ex RAE L Fourier 级 数 的 #$ 一 平均 
SHI) = Kt) f, 
其 中 核 函 数 KOG CARCAR, EST 
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Ki(z) = >) EA + ED AXaz). 


而 天 {Cx) 的 Poisson 来 和 公式 是 
Kfctexph) 
= Bel {1D COT Wh, | + |} Cexph), 
Ep wi ly | etd oC y DE R 中 的 Fourier BR. 
特别 到 
$$) 一 《1] ry. 或 1 一 经 ?全 
Gh, AY A A RGC A 
Kice), KG), Weyl. Witt, AyD, 
其 中 
we, yD 
= 2 + R) y Pte y >. C. 133) 


则 有 如 下 定理 ， 
定理 2. 26 if Rea>0，Re56 半 0, 则 广义 的 Riese BE HK 
函数 天 ?zz 有 以 下 的 渐 近 表示 ， 


Š Ë 
Kp Cx) = 时 (Kix) + SUCK ae) + n, 
k=1 


ata Wy? 《1h|) 有 以 下 的 渐 近 表示 
wr, aD 


F hd 
= [5] [wi lD + S GWt, AD + ROAD}, 
k=] 2 


其 中 常数 Cl,… ,Cs RRF 2.8 GWE dA DAC 133) 式 ， 
r,Cexph) = BeH{t DCO R>} + |p} expe), 
ROAD b b CoH BRS 
[RC|Al>| S ACL + ADTA, 


(A RAD <aa + lado", 


Hirt ARAO Reo PLE — ER m= (om, 5 +> om, Fb 4 AE 
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RG Ls m| =m tomatoe tm. 其 中 A SER RR ACH 的 适当 
的 正常 数 . 
证 明 iĝ u= t, Bl t= (1 一 w)7, 在 0 过 1 上 ,函数 
GQ — m 一 ta) 一 


a 


a 
(1 + & + Bou? 4 +), 


(2. 134) 

其 中 (1 一 四 ti 在 ax 一 0 的 展开 的 赛 级 数 记 为 

(1 一 ai 一 1 一 Sea + bu F but e), 
Sa PEER <A, <1, FS |e | T, 
| biz + bu + vee | <1, 
K€ [u| <b E Hau tbet o BRIERE 
Cj 十 byt + bot” + vee i — l + CH + Cote” 十 wi 

《2. 135) 

ENE Ay id 

(1 — #94 
a Ë 
一 s] la 一 十 ad 一 Py B, oF 
t= 1 
其 中 
Bw = [Y Bio 1， 
Bio, Fost < 1, 
— a ad _ yoyo a 3 
Ba) 一 | 全 | (a t) 2 
Ë 
x > Ga- py), (2. 136) 


由 (2.134) 和 (2. 13 RK u= 1—e WS Bf) 在 (1 一 50)? 
<t<S1 上 是 C2 的 , 且 其 直到 [Re8] 十 户 阶 的 导数 在 :一 1 点 的 值 为 
零 , 对 五 (直接 求 导 ,又 可 得 到 它 在 0<t<1 上 是 6 的 ,从 而 可 得 
B41) 在 (0, 十 co) 上 具有 直到 [LRe6 1 十 p 阶 的 连续 导数 , 且 在 0<<1 
< 上 存在 正常 数 A, 2=-1,2, Heep ht. A PRR: 
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d \* F die 
Ea Bit) = Aw + OU), 


为 讨论 Bi (A DEY Fourier 变换 ,要 用 到 分 数 导数 I’. a> 0, 
th LAY C7 REM Re SCD OAR SEERA 
Uf)’ hy = Fal’, (2. 137) 
容易 验证 


Uf) th) = col (APh) ly] "dy, (2. 138) 


其 中 r=dimh, k>a JEES c ALRT ok Ar, 
AD = fly + h — fh), 
(AD ACAD = (A, (AAPA). 

容易 验证 ， 当 上 了 是 8 上 局 部 可 积 的 缓 增 函 数 时 ,(2. 137) 式 对 
f 仍 有 定义 ,这 时 了 是 了 作为 广义 函数 时 的 Fourier 变换 , 且 有 如 
FHE: 

引 理 2.11 seb LRM RH RR EAT AK 
数 , 它 的 Fourier 变换 记 为 f. ETE o> 0B 4 b> ott, 


[aap (h) Ly -dy (2. 139) 


HLERA AY hE SG 可 积 , 且 (2. 139 RHE A ARE b 上 可 积 ， 
网 F(Ah) 是 定义 于 8 上 的 可 测 函 数 , 且 FADIA EO LEE 
界 ,并 且 使 (2. 1377 和 (2. 1387? 式 对 子 也 成 立 ， 

引 理 2.11789 Fourier 变换 即 可 证 明 ， 

当 r 一 1 时 , 取 非 负 整 数 六 ,适合 0<<Rea troma HR k= 
9,24 rit. om 4B 0 Reatr—ma2,H RM k=. E 
B® (lal) = (AB, COCA), 
fh AG LAY Laplace 算 子 , 则 4 各 总 是 日 上 的 微分 算 于 . HS 

五 适合 0<<<< Rea 十 一夫 = 
UBD 
= co| CABO OCD y| dy. (2. 140) 


以 下 验证 (2. 140) aS Be BE A 时 通 台 引 理 2 11 
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的 条 件 . 
将 分 成 十 2 个 区 域 Da D, aTr: s Dii ;其 中 


D,= (ye Hyl < pgmin(|k| 51>]. 


P= 1 ,2 
E 
Diri = 从 UD». 


At Fee) eR SCALE aye. rl Aly BRA SCD. EG 
min{ |r| lyh = | | = max(iais|yl}, 
使 得 记 SA SEA soa BT BT A. A 
FdA- Fly) =F CEFDCz] — ly). 
在 以 下 的 估计 中 ,4 仅 表 示 某 个 正常 数 , 它 在 不 同 地 方 出 现 
时 ,可 代表 不 同 的 值 ; 记 
r= | ABP ydy, 


p= Ole A+ l. 
WH yO Do 时 ,有 
SIAL SA + pyl S21h|, P= 0,1,,h. 
可 得 到 
| (ABP |S A |A|] yE, (2.141) 

Wil. 0l LIR E C2 Diit nT Alt i 
了 用 (2.141) 式 估计 外 ,还 用 |y| 志 地, 就 可 得 到 
六 1 站 | me 1; 
Ajk, # lal 31. 
当 yED, p=lidi kB tp RA 


1 
A tayi > Alhi, q> p, g= Orlormok. 


FACSE. <1 
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AMT Ly > LAL 
CEBO GO |< Al A [Re + LA + py E”). 
所 以 当 0< A SLR A ER eT A 
1 1 
Jk + pyl S 9g lh 和 |yi => op lhl 
“(Alo litt. PE MAT Rm 
lk + py Sep iy > sp lal, 
可 得 到 对 证 一 1 2 天 ,有 
AJA |5, AS l; 
| 了 <fa + [A| 7), 
[a] > 1. 
当 ye Datt E lAl 1. 


ji 
[y| 之 pg lAl» 


Ja + pyl > gplhl b= 01k, 

可 用 (2. 141 Ait m lAl > 1a. 
lvl age [A+ pol Sage P= lrk, 
LY A 
BP (kl) =0,4 |A| > 1, 

[BY Ch + py) |< Asp = Leek. 
从 而 可 得 
Alk |3, & |Al 1; 
A|R T, o A lal > 1. 

因而 (C2. 140) A FA ER ew I A Sl. 11 的 条 件 , 又 因为 

B ia AICP BS?) (lA DHIE 9 ETE , ATT TS al 

[B C4 (AI) [SAG + AD, 
其 中 4 可 取 为 


Ie) <d 
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A = IB, 0+)" fn + PBS? Cles 
而 且 sw 十 8 适合 
Om Rea +r, 
艾 对 任意 小 的 正 数 e> 0, AYR 2, 使 适合 
m +h >> Rea tre. 
AA By C|A[ sc SRE Re ATA BCO Cla HEH EC, 
由 引 理 2. ?和 Fourier 变换 的 性 质 , 以 及 


RAJ) = (5) 2 o4] da, 


就 容易 得 到 定理 中 对 RAD RAS RATT JA m e SL. | 
附 记 更 精细 的 估计 可 以 证 明定 理 中 的 如 可 取 到 加 十 5 一 Rea 
+r. 但 它 的 证 明 比 较 繁 琐 ,这 里 就 不 给 出 了 . 因为 定理 2. 26 的 结论 
在 本 节 中 已 经 够 用 . 
2.7.2 在 进 近 论 中 的 应 用 
记 . 
T, = | ` Triei) :0 E Hom(V,,¥V,) (2. 142) 


AEG, |atétece 


为 紧 致 李 群 G 上 不 超过 上 阶 的 所 有 三 角 多 项 式 所 成 的 有 限 维 复 
线性 空间 . 令 

Ex.S) = int If ~ Th 
为 了 的 N PLEA Ry BE L 通 近 ,特别 是 当 请 一 co 时 ,将 
Exo MICA Ex) KA PAN ZA FRAG RE AiE 
近 .再 令 ONG) LEG) SHIH G LAR k BEA SA mm RA 
集 , 且 当 fEC**(G) 时 ,对 的 任意 一 个 阶 偏 导数 Fe 均 有 

FP x) — FOOD! L IP odas) 
的 函数 f 全 体 的 集 以 及 在 G 上 具有 直到 不 阶 的 所 有 的 L 偏 导 
数 ,并 且 当 
f E LAG) 

时 ,对 了 的 任意 一 个 阶 的 L? 偏 导数 OA 
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MEPE — FE Cr oh S AE awd Cre) 
HIERA fe ie PD R. 
其 中 o EEZ, dlr. yE G PAA r & y EAI Riemann 
FF By. 


令 
A = Dsupllf leo + 
其 中 
supllf lo = sup (Ze, lle, 
Fie D sup fil. + supe |, 
其 中 


sup || A” |. = sup IX eX Fl 
FY = Xe Rf. 
BU KEM PA LORRR LR, RE MS ISL A 
LF ll psec > AG SF E: 
定理 2.27 设 SEC (GC), Ml 
Ew Cf) EAN; 
若 TECG), MM 
En?) SS AlE tN Wes); 
若 ELEG). Ty 
Exp D ANN 
若 JEL” (G), pi 
En pD) E A A CAN). 
定理 2.28 & 
DUN Ew?) <+ co Bk 


oo 


SINS EN (Sf) <4 ee， 


Ne] 


则 SEC CGR FELMG), AA 


212 Hin 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 
EFO B >) WIELD; 


ne (GNI 
Enp f PSC, D>) aE) 
"ITEN ] 

BY AF. 

定理 2.29 ZECG W EL O3 HA Ex (= 
OCN 9B Eya (OSONT, 

其 中 ot 0,24 w(t) = 2 OST RCH CG BR eGA 
Ch (GR LAG). 

定理 2. 2722. 29 的 证 明 : 

设 了 如 3 引 理 1. 20 所 定义 ; 记 AO = Ff Cay) TD Go et 
G ERS UD eR Re, Cf.) Cexph 4E A 9 EAS ea. EES ft Co 
数 时 设 有 M PA So AS & Brey Bo aS 9 OS oe 


| | | “(hf 


H P m= mot em de OPA SERB RR ES em SS 


iy. 


(exph), 


APSF G éy Cartan FET Epa Weyl PAR A A SE. 
(y(exph) AE GC} 是 1L:(T) 上 线性 独立 的 完备 系 , 从 而 存在 为 ， 
… ,An 局, 使 得 (exph) 在 h 二 0 点 的 上 述 偏 导数 组 成 的 MX M 
方 阵 是 非 麻 异 的 ,于 是 得 到 在 连续 导数 意义 下 或 1L: 导数 意义 下 的 
fia Cr) ss auto) ;使 得 对 于 0 所 |m| 寺 ,和 恒 有 


| + CTF.) | (expo) 


n M 
= (35 > a,(x)X, Cexp 2 (expo) 
pe 


Mf 
V(ty) 一 > 2p (2)HXi Cy), 
+=] 


Wes N 时 ; 则 记 SE O KE (aD SRI 2D KR CE). 
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并 取 akt 2, 8n tkt 2, MA 
SYL) — f(x) 


— | KODS tay Day — f(x) 
= | Kodo ydy — f(x) 


— | Koi DTD — P,O )dy 


M 
+ (0 lA, + dP /ND — lh a, ledy 


= 
= i + l. 
显然 有 
lal = AlN, 
fell, = AWS aN *. 
再 由 Poisson 求 和 公式 可 得 
B= AN | g PDC DP h) 


x Wee OV |k da, 
其 中 
g.(— A= Cif otexp(— Ay 
一 Wy fexp(— h)). 
由 定理 2. 26 及 其 证 明 可 得 到 因为 a kt 2,8 >ntk+2. KiB 
wee kD |< Ad + ADT, 
取 by > 0, 24 [A] <b BT 
Oe < 1D, CA} | <1. 
in 
h = HELA + faes 
= ia + fis 
则 可 得 
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TS AN | lg DC KPH) 
|A By, 


x JA | dA, 
Ama ECHO, 
[al S ANE; 
当 fel GOR, a= lo EA G 上 的 函数 有 
WFO, Ss ANTE, 
对 TATE E 4 Aib, ay te 
PODO Ola ee | DO) 
<= Prh)iry!, 
PODI A) > |DO PS iP)’, 
AEA AE 
[BA | Alltec. lA eA]. 
由 此 可 得 


al AN | fll [Aio] 
h| <6, 


| 
x C+ N |A|) "dh 


< All| NC |hI/N) 


DIES 
x G + HAD "da 
<= AA AN TGN y. 
4 了 EL4Y*(G) 时 , 记 了 二 (x), 则 可 得 到 上 面 的 证 明 在 L* 
HE T, Bp 
lacol; 


<al Nelle. (— Allp [aL = [We CN AL) Ida, 


其 中 

lp. (— AD, S WF lowe lA [eC] AD. 
同样 可 得 

Cd, S ALF pe wl/N). 
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因为 SY*(f,7) 是 NN 阶 三 角 多 项 式 , 从 而 证 明了 定理 2, 27. 
在 经 典 的 情形 ,定理 2. 28 和 2. 29 的 证 明 归 结 为 Bernstein 不 等 
AM TE. SAAR GC, BHA AY A Bernstein 不 等 
$, | 
定理 2. 30 ETs 为 (2.142) 式 定义 的 紧 致 李 群 G 上 的 入 阶 
ZASTRZ, X eX, EC 的 李 代 数 & 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
Xi, RX, EX Xa Xa 对 应 的 GG 上 的 左 不 变 向 量 场 , 则 对 任 
意 的 T(x)ETw; 有 下 式 成 汇 ; 
XP) |< NITC-D los 
Teo —Tly)| í Ndir, IT E l. 
其 中 diry) Æ G PRA zy 间 的 Riemann FER. 
证 明 设 
Tia) = >) Trex), 


A+ ¢|N 


则 有 


(Z T) = AT (xexptX;) 


设 
exptX, = yexpth,y !, A, Eb, 
刚 | 三 1, 从 而 可 得 
T (xexptxX = T (ryexpth;y ') 
= >, Tripty COP kry) 


JA+ Â eA 

x p,Cexpth;)). (2. 143) 
因为 o.(expzh, ER ABM. EEN eR EA REE OY’ Eg || 
<|Al<|At+é|. EA HS aaa 

[tw A | S lw] <= [Al & At 6], 
昌 对 任意 的 1 均 有 下 式 成 江 : 
[Tirex Xp] S Tle- 

从 而 (2. 143) 式 看 作 : 的 函数 是 : 的 指数 型 三 角 多 项 式 , 其 最 高 阶 
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是 
AAD] S [Al S MAH] SN. 
由 经 目的 Bernstein 定理 , 则 有 


XT a) |< | T(rexpiX,) leo 


d 
=. | a (eyexpih,y | ) leo 
ss N sup| T< ryexpth, y) | 
< NIT h 

再 由 zy 时 , 令 

xy = eXxPhA, |X| =1, 4 >Ô, 
则 有 

dirs) = fp 

从 而 有 

Tiy) 一 了 fr) 一 | ČT (xexptX de. 
利用 上 而 已 得 的 结果 , 当 了 ETw 时 ,就 有 

Feo -Topig | FT (xexpiX dt 
性 


< toN IT il 
= Nd(zr.y)||TC* [00 | 
有 了 定理 2. 30, 定 理 2. 28 与 2. 29 的 证 明 就 同 经 上 典 的 情形 一 样 
T. 
2.7.3 J SAY Abel- 38524) 
MHC. 134 0K AH Abel— eID A 
Az) = ye axe), (2.144) 


eG: 


它 与 (1. 134) 式 的 差别 仅仅 是 参数 的 变换 ,并 不 影响 函数 的 性 质 ， 
它 的 Poisson 求 和 公式 是 


Attexph) = Bel Do) WA E] = 1) (expr). 


(2, 145) 
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由 引 理 2. 11 和 定理 2. 26 的 证 明 过 程 , 即 可 得 如 下 定理 ， 
定理 2.31 JOX Abel — 38% A Cr) hj Poisson 求 和 公式 
(2, 145) 中 的 函数 Wi? da DER 
war CAL) |< Ao + [ADT 
| a) ws, || << 4.0 + | 下 站 -和 mm 


对 任意 的 0<<s<Reps 和 8 中 非 负 整 格 点 m= On mR 
CA |m| =m te tm, r=dimh, As An 是 不 依赖 于 六 ED 的 正常 
数 . 

定理 2. 31 的 证 明 与 定理 2. 26 的 证 明 相 似 , 在 此 从 栈 . 

注 记 ”定理 2. 27 至 定理 2, 29 对 于 紧 致 齐 性 空间 ,特别 对 于 R 
中 的 单位 球面 成 立 . 这 只 要 应 用 $1.5 的 引 理 1.16 后 面 的 , 当 M= 
G/AK 时 ,MM 上 函数 与 9G 上 函数 的 对 应 关系 ,就 立即 可 得 到 紧 致 齐 
性 空间 上 的 对 应 定理 ， 


a 


第 3 章 


条 致 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 


第 2 章 侧 重 讨 论 了 紧 致 李 群 上 的 调和 分 析 中 若干 重要 的 课 
题 ,在 本 章 中 将 围绕 H? 空间 的 理论 ,侧重 讨论 紧 致 齐 性 空间 上 的 
调和 分 本 , 因为 紧 致 李 群 , 欧 氏 空间 中 的 球面 等 等 都 是 特殊 的 紧 致 
齐 性 空间 ,所 以 本 章 中 所 有 的 定义 和 定理 , 当 取 M 为 紧 致 李 群 时 ， 
也 就 给 出 了 紧 致 李 群 上 相应 的 定义 和 定理 ,而 当 取 MM KR E l 
中 的 单位 球面 时 ,也 就 给 出 了 球面 上 调和 分 析 中 相应 的 定义 与 定 
理 . 


$3.1 H?(M) 248] 4 Poisson 积分 


3.1.1 WOUOBSANENM 
设 M HESA HZR, P, On Æ M CAD Poisson 核 , 它 由 
C1. 147) RIR E. mn Mic d(m nA M PRA m Fl n Zi] 
的 Riemann PE BS » PEE m F n PS ee RA te. 再 记 
S'(M) FEC? OM) ER” ARARE iB]. AA to 0 AE Pion) M E 
HC 函数 ,因此 ,对 任 一 了 ES' OADM tO. P, I fm) thE M 上 
Ay CARE ES CM) Poisson 积分 P, * lm) 的 几 个 极 大 
算 子 为 
Pn) = sup {Pix Ce?|)， (3. 1) 
Pt Cf) Cm) = sup{|P, * f(n) |}, (3. 2) 
Pia (Cm) = sup {|P,* f) |). (3. 3) 
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对 LpA, EA HAORA 

H*(M) = {F © SOM PHO) © LACM). (3.4) 
3.1.2 原子 Hardy 空间 HEM) 

这 里 在 更 一 般 的 情形 下 来 定义 原子 Hardy 空间 . 

WM 为 一 个 连通 的 紧 致 Riemann WÉ mE M Æ M 中 的 一 
BoM.#2MAKF m RAMA AR. MAT m Se 
的 内 部 ,对 m,nEM,dim,n) 是 rw 和 xn 两 点 间 的 Riemann 距离 . 

wT. WE mEM SHU. EQ. 中 包含 的 以 0 为 中 
旅 的 最 大 开 球 的 半径 ,exp。: Tn A> M 是 指数 映射 , Me = 
EXP Ln Pm ODEM CAF m 点 径 向 的 C RAR: 


1, 车 dm,n) <r 
$,(23 = 40, E dOn,n) > =. m$ 


O< AD <1, fcr. < d(m,n) < Š rn 


再 设 Ximo Xim E Ta ANAA EEE, 
X S imr A,m F t F EmA m 
是 XET,.CM) A BARRA OJE Tim Lim AI KAS 次 的 复 
Fe BS AS By BLY REEN TQ XK) CO. A 
P_(n) = pee, A Nn = EXA A E 2; 
0, n E Ma. 

Qo CAD = (REI Pn) Pa IM B EAE) 显然 Q, nM) 
与 Qs m EERTE AS W]. 

记 Bla rv) = {m © M, dimn) <r}. (3.5) 
A A MAUR BY IPARA RAA miom eremi EM AER 


(BOn re) ok = Dsl b) 
Ree M EH mEM. HEE OAS, E 


B| m, ior 


] 
T C B| megn, 。 


2 
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再 置 线性 和 
QM) = Qeon, (MD +o Wm, CAD. (3. 6) 

当 对 为 紧 致 齐 性 空间 时 , 取 mo =0,0 为 M=G/K AWG A 
么 元 的 傍 系 , 则 任 一 QCM) 均 可 由 Qn, MOS M 上 等 度量 变换 
而 得 到 ,是 vr. =r o SEERA mC M BRIE. 

对 实数 zc ic IAT r HRAN, Hid | Boy) | Aw 
地 球 Bn,r) 的 体积 . 则 可 给 出 原子 Hardy 空间 的 一 个 定义 如 下 ， 

定义 3.1 MAREK Riemann 流 形 ,0< ps1 委 9 委 
+00 pa sz [42 —1) | 为 非 负 整数 , 若 M 上 的 函数 a(m) 适 
S, 

C1) suppa + )CBasr); 

C2) aled || << |Baar) |e; 

(3) 对 一 切 zim EC Q,AD ,有 


| atmojnGn jdm = 0 
M 


成 立 . 则 称 am A—P PLA AN Cog ORT. 

Ealt ECM), H |laC +) | <1. UK an) A— TP op 
RT. 

定义 3.2 RES. HA 


f= > Aale) (3.7) 
成 立 . 其 中 A 是 复数 ,适合 l 
Sal? <+ co， (3. 8) 
slm) 或 是 (p,9,5) 原 子 或 是 例外 原子 ,再 轩 
NFA poo = inf | Dail) (3. 9) 


其 中 下 确 界 是 对 一 切 可 能 的 使 (3. 8) 式 成 立 的 了 的 分 解 式 (3,7) 
式 而 取 的 , 定义 原子 Hardy 空间 为 
Hee (M) = {fe S CMY, | F || HP oars <I cof. €3,10) 
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3.1.3 Poisson WARI 
直接 讨论 紧 致 齐 性 空间 M 上 的 Poisson @ P.n); 


i 
P On) = >) eid Aim) 
aek 


和 Poisson 积分 P: * fm) 往 往 是 很 困难 的 ， 和 但 是 Poisson 核 
Plm) 和 和 1.6 节 中 ci. 1449 MY Abel— BR A On): 


A,Gn) = S, eitt d Yim} 


有 着 密切 的 联系 . 

当 MM 是 环 群 时 ,5==0, 则 P Om) S Am) ,而 当 M 不 是 环 群 即 
80 h$, P, Cw Ra H A OERE EN. 

定理 3.1 KM=G/K ASRTES HS. M=CH 
RAR. P OWH A Ondra M EH Poisson Fil Abel — # 
7, Cm I,m) 4 SE M E k ft Bessel (BAT J, A Er 
Riesz SHAT L 的 核 国 数 , 则 有 ， 

CL) 王 ,(C) 具 有 如 下 的 渐 近 表示 ,对 任意 的 自然 数 六 ,有 


P m= A,Gn) 十 FQ NC) ACm) 


十 Ryttym) * Am), 
其 中 护 (9 是 上 的 常数 项 为 零 的 大 次 多 项 式 , 它 的 系数 仅 依 赖 于 
SIM k R Gem E MLA AAS N 一 i 阶 的 各 阶 连续 偏 导数 的 
连续 函数 ,日 对 任意 的 正 数 4,, 当 OLA, HY Ret om BY ERS 
阶 偏 导数 关于 上 是 一 致 有 界 的 . 
(2) Lm) 具有 如 下 的 渐 近 表示 : 


Af 
A,(m)= Pm) + > QOC) * P.Gn) 
k=] 


+ Ry(t,m)* Pin), 
HHO.) Rv SHY 0). Rs Gm) BO FB A oe HE 
质 . 
证 明 设 
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(一 二 1 十 Dat 


k=1 


是 (1 一 ?在 1 一 0 点 展开 的 震级 数 ,显然 有 
c 0 (A= 142,57) B>ja=— 1. 


A=] 


由 第 1 章 的 命题 1. 20 和 命题 1. ?1 可 得 到 当 ALOR, 


有 
p 4 十 8 一 13) 
= |A+8l(1— I|?/ là + |?) 2 
= jA+él(1+ le/ 二 
= Ato} + Dalal” la + 8t, 
由 上 式 可 得 


enmi 一 ea 十 人 > | A 十 al), 
k=] 


RPLASSHAMES PH RMSE y= lata MARR, aT 


L+ QWA HS 


k=] 


=14+> 2 De l8l2/12 十 oj] ， 《3.11) 


由 此 易 得 QQ) 适合 定理 , 且 当 090<t 志 A 和 0 尖 AE ME. E 
AAT tM AS RAR. 因为 
FC) *# A Gn) = D>) [A+ |e tid Ym), 


OFAEM 


Ae 
Rym) = 1 —e™"! + >, aandaa n Y}, 


oie M 
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其 中 
ay = >> QWA H. 


上 一 各 十 1 


由 Bessel 位 劳 核 函 数 的 性 质 可 知 ,Jakm) 具 有 大 一 一 1 阶 的 
备 阶 连续 偏 导数 , 再 令 一 dimG , 则 当 kent +1 时 ,有 
| Sy A+ 8] *dax.Gn) | 


pase Mt 


< E lat alta <4 oo. 
OaE M 


这 就 可 得 到 Ry Gm AA BB 六 一 Brey Bre See Se. At 
ORNL Rv G mT k BSR RY Cm) BHEE 


RECs +) | oS > Rr) PIPL I 00 
Iz=] 


十 A, > bn Codi, 


A 
0AE M 


其 中 
Br) = >) 2@>|A+ al, 


r= N+n+1 


A, 是 仅 依 赖 于 MIN A IER. 则 由 (3,11) 式 易 得 当 ars 
时 , Red. Ol F: 一致 有 界 , 因 为 将 


Sulesl + [81% 
i=] 


看 作 y FIFE FELA). m AOR ET 
M 的 正 数 ao 使 得 
[A+ &| 2a, + lèl. 
从 而 证 明了 定理 3. 1 中 的 (1)， 
Fe mo (él? 时 ,有 
A+ l= Ga + [8/97 


= ail 1 + Si D'ea lel”) 
k=l 
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= t+ SoC eka loa >. 


koa] 


因为 exo? MAC MAA RBM. ARH p> lai 时 ,有 
ee Semi t DAO], 


其 中 
1+ S604" 
k=t 
=1 + D (DEO elo ty (3.12) 
r—i + 一 1 
FR 
LyxPlm) = >) we Madam) 
omic 
以 友 置 N 
Rytm) = >) (el em ) dX Cn) 
m= lal" 
N 4, 
+e DAO >) m dAn) 
a= A 
+ > anedha), 
m> [8]? 
其 中 


Arn lE) == ` Dm. 


Am NW+1 


BE QUOS QUO, Reo Rv mM BAAR EMA 
而 证 明了 定理 3. 1 中 的 (2). 于 是 定理 3.1 得 证 . l 
3.1.4 FERC R 

Poisson 积分 P, x flm) 可 以 看 作 是 定义 在 流 形 RX M HE 
半空 间 Rj xX M=(0,+c00)*M EW MR. 

Rime M ha>, > 

r (m) = {G,n) © RX M,d(n,m) < at}, (3.13) 

并 称 Gn) ATLA TE m WEY a FAHR. 
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震 和 存在 常数 a, 对 每 个 a0, 4 4 7) FE BE Po (m) FR F Om) 
时 , 恒 有 
lim P *fim—a (3. 14) 


ilami- doa 


成 立 . 就 称 Poisson 积分 P, » f E mEM 后 有 非 切 向 极限 a. 

KMA EX Abel — 28 #14) A « 六 以 及 第 2 章 定 理 2,5 中 
FPA KY (cE ADR A KE = F TE ee Be 

由 定理 3.1 ,对 Poisson 积分 P, « J JELG, pe] 的 非 切 
向 收 艇 的 研究 ,只 须 研 究 Abe! — BFR 4p SED ae oe. 

记 Bn D A MM 中 以 m 为 中 心 .半径 为 1 的 测 地 球 ,定义 
Hardy-Littlwood AKEH A 


_ 1 
HLC 一 sup TRG] | IZOD dn, (3.15) 


HP |B D | 表示 测 地 球 B(xm 2) 的 体积 . 
定理 3.2 ELM), p21. 7 6j Abd- ÆR A * 
F Om) JLEARAE E Ef n). 进一步 , 记 A* 了 的 非 切 向 极 
KAR AS DA 
Aai Dn) = sup A, x fln)|}, 


unel im 
WU FE ARAR RE M 和 oO 的 正 数 C,, 使 下 式 成 立 : 
| Ag Gn) = CALCD Gn). 
证 明 由 $1.6,Abel 一 复核 Alm) HK 
Am) = >) ed y(n). 


fas 
Ac iM 


ao > 0, Ee Blo, 32a) EES T MM 中 的 最 太 开 测 地 球 , 则 当 
Genel. Rt FFE KEY M 和 a>0, 而 不 依赖 于 mE MA 
TER b.01/2, 24 Ob. 时 ,nE Blm, ao). 由 此 可 得 , 当 toe, 
时 ECE M A a 的 正 数 C.e tE 

LAD | <> eat Ca m Ee M. 


EN 
1E NM 


MTA Gw Er Gn), H tb, 时 ,有 
ASD SE CAS a 
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从而 得 到 
Aj, Jm) 
SC oA + ne oy! [A fol (3.16) 
ors, 
VAM 上 的 梯度 算 子 , 则 有 
| A, * fC) | 
=. |A,¥ fOm)| + |A,* fn) — A, * fOr) | 
<. JA a fOm)| + dn mm) PCA,» $C ||. (3.17) 
其 中 是 连接 x Ame HRA Cid Re. VAL I= 
dimM 维 欧 氏 空间 中 的 向 量 , | VCA * | PRR Ree. 
为 估计 上 VCA,# 让 (有, 先 讨论 了 上 的 铺 数 
Bk) = > Dah Da +h), (3. 18) 


ač A 


其 中 M,G,K 4,8, 3 H 章 的 $ 1.3 Ti 5 是 的 Cartan 子 民 数 ， 
D Ch) C2. 18) 式 给 出 ,一 dimcC， 
BA) = By fit? 十 AJDO, (3. 19) 
因为 A EE A DOOR Dhe Weyl FEARS ARB A 
而 B,C8) 也 是 Weyl REN ER. HES 
Blath = BGA), acA (3. 20) 
这 就 表明 了 五 (CR 可 以 看 作 GC EKP GARE C 的 Cartan TH 
T=exph LÆRA]. EH ACO HAZAM  KREOBES HF 
AEA ARGARATE a ,值得 T=expQ. HRA E QA 
部 时 指数 映射 是 外 的 内 部 到 了 的 一 个 稠密 开 集 上 的 微分 同 证 , 
设 6 一 外 g' ,其 中 外 是 9 的 中 心 ,9 是 一 个 半 单 紧 致 李 代 数 ， 
从 而 有 了 = 了 BDV, 其 中 是 8 的 一 个 Cartan FARR. 
由 引 理 1. LER G 的 指数 映射 的 微分 是 


me eat 


adX 


dexp = d(LexpX)e - i 
当 C 是 连通 紧 致 李 群 时 , 则 有 


i 一 
2 一 一 -一 一 
|O CA} | = det| -4Y 


|X € 9. 
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Fp X€qg,.X=—Ady(h) yE G, D(H C2. 18). 

it G = expt E EA RRS RG 的 半 单 纯 子 李 群 ,Z(G) 与 
ZG) 分别 表示 G GA ee EZ (GAY Ada 是 单位 阵 , 从 
Mix expre Z(G) MA 

(a,7) 一 Pkn 为 整数 ,a E SZ. 
特别 是 者 存在 ERQ, 使 D, Ch) =0 ft. Z(G ARF ALAR 
expye Z(G" ) tE A=7+h' h CQ.D, (AO. 

WAC). DOR) 的 零点 ; 即 DCA.) =0 BAL. > 

Elh) = {a € E, Ca,hy) = 2hr, k = 0, £1, t+ 25}. 
ier de DORs LAR. 1 委 s 委 ~， 并 称 ho 是 DCh) 的 秩 
Ais WEA. 

(tho) 在 0 中 张 成 的 : 维 子 空间 记 为 了 (ho3, 并 记 介 (有 和 67)+ 为 
btho) 在 中 的 正 交 补 , 由 的 根系 性 质 和 (ho) 的 定义 ,容易 验 
Wel HAD PH ¢ KEN G HRP RRR OH 
系 , iW fo Weyl 群 , 太 (是 关于 根 eC SOW RA ERY 
W 的 子 群 ,因此 它 在 6 (hE AO PR REE koh Weyl 群 , 并 且 对 
SEW) BEW 中 的 元 时 , 它 的 行列 式 detc F o E 9o E 
的 限制 时 作为 GCh) HI Weyl 群 的 元 时 的 行列 式 的 值 . 因此 ,车 记 

E+ (hy) = Thy) A E+, 
St = E+ NEE he), 
WX BK ACS M CCW (ATER 
P aD = Pith), o E W, AER. (3. 21) 


其 中 
Pith) = | ] Ca)， 
ae Ey 
Ph) = >) Gh). (3. 22) 
EE (A) 


由 第 1 ESL ARXORBCH PAAR RAH SHR RK 
合 , 则 a€ 格 点 集 丰 的 充分 必要 条 件 是 
(ÀA, a) = ZER, R = Ü, + ls 十 Zager 
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对 一 切 AC XG) BAe. 男 一 方面 , 册 表 示 理 论 义 可 得 :着 AE KG), 
2(A,a)/(a,a) = 整数 ,a € E, 
对 一 切 aE€ ,AEXCG) 均 成 立 . 
将 eE 王 看 作 日 中 的 向 量 , 即 看 作 a 二 hths Ba ED PRR 
入 ); 则 8 中 由 a 产生 的 反射 是 
Ssh +h — 20h.aa/(a,a). 
而 Weyl RMF hee 5S.,a€ 5° 所 生成 . HH DAO 时 ， 
三 (0) 则 由 所 有 的 SaE St (Ag) ERR. A 4 A EG DCA.) =0 
RT Xf eE St (Cho), 有 
ho 一 So) = 2h @)a/(a,@), (3. 23) 
从 面 可 得 
(Asho — Sata) = Cho 020A, a) / Ca, 8) 
= 2r 的 整数 倍 
对 一 切 ACG RY. Mi ASAD CR AS 4. 因此 对 任意 的 
一 个 ge Shy), 记 
= Sa Sa Sas Betts @ E ET (hy), 
就 可 用 归纳 法 证 明 Ag olho CATH oC WA) A E 
KACO HE DUAIHERA s1 WEA. D PHAR hota, 
< 和 4)} 分 成 等 价 类 ,其 等 价 关 系 是 
A, Fa ~f Ho, abeEeadA 
的 充 要 杀 件 是 ,存在 EW), tE 
Gig +a) = hg +O 
成 立 . 
SABES tasna A}/~PU Ata 为 代表 元 的 等 价 类 
记 为 [ho 十 aj, 则 可 选取 特征 格 4 的 子 集 ACA). HE 
{ho aa © Ay ~ = {ht ala E ACA}. (3.24) 
对 每 个 4€ AC) sid 
Wako) = {0 €E WA) ofa + hy) = athe, 
WW (asho E W000) 的 子 群 , 它 的 阶 记 为 |W ahol. BS alo) 
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适合 
lalt) +h 一 下 十 六 cE WA). a€ ACh), (3.25) 
则 ale) EA. 
而 当 AoE QD Ay) +O 时 , 则 丰 
Ath.) = A, Wh = {&% 50}. 
因此 对 每 个 h EQ. (3. 1 MA SR 


Pi lalo) + AD Calo) + A) 


BAA) = [W ia, h) 


aE ACA, IE Wk) 
(3. 26) 
WADE, DA) =0, 0 ACS Em TRE Aa: 
A = h t+ yt 2, zx & Mh), ye Hiha dt, (3.27) 
ay. ay DEA DD =D AODA), 
.. 1 
D (h) = II 2isin Sach), 
SEF a (3. 28) 
.1 
DA) = Il 21s1n oath). 


aE ET (Ay) 


由 (3. 2590 OCA DASE Weyl # W AEH, C3. 26) E 
BCA) = S Eho) Aca + Aay D Da t, 


aE AChg) [W Casha) | 
(3. 29) 
HH AShit ytz HG. 27) 式 给 出 
ALa + hoyr) 
= 5 detoCla + ho + y + alz)), (3. 30) 
of MiA] 
Cila + Ag + y + ctr)) 
= Pla + ha tyteeDDlath+ y+ oe))! 
(3.31) 


F ia + hy + y + o(z) 
= Pla + h t y +H (2) Plath, +y talz), 
(3, 32) 
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而 elash Je MO Ps eid 
F={hE QD) = 0}, (3, 33) 
则 对 aE A AEF laho AXF ERR H11 HAM ela, ho) 
的 值 由 下 武 确定 ， 
D la + ha + A) = ela, RoD), AEB. (3, 34) 
现在 可 用 (3. 29) 式 来 估计 BCA) ,这 就 需要 对 (3. 29) 式 中 的 
RR 4.(e 十 站 ) 看 作 产 后 的 函数 ,在 产 一 总 RHE RARER 
时 ,对 该 每 级 数 的 绝对 收 敏 性 质 进 行 佑 计 . 首先 给 出 几 什 引 理 如 
F: 
引 理 3.1 WEA b PAA ARG ERA HAR 
MH —-1> OME OFA ELSA) HA BIR FER 


nt, ER WD ERR B | hos hol | h E H We BL. HE BR 
BB 加 ,让 1 加 1 中 绝对 收 化 其 中 9 一 dimb 

证 明 对 XE4, 记 Dx 为 关于 义 的 方向 导数 ,也 即 Dx 定义 
H: 


' (3. 35) 


i= 


则 可 将 BPA) FE Ah 点 表示 成 如 下 的 大 级 数 ， 
D? ho + uX) = D) put DAB!) hy), (3. 36) 
A 


Arty |e X | <r, (3. 36) sR EA u 的 办 级 数 均 收 敦 ,就 称 吉 (4) 
E h=h 点 展开 的 宕 级 数 在 球 Ba IPR eK. 
再 记 


(Dy fh) = À fo 44x) 


Ph, +W) = >) aW, 


ec zt 
B% |W] <r at, 22 Lael + |W" (WSC, AATE POODE ASA, 点 展 
FARRA Boorn ee Mt uk ok Ep a= (ay sya) 


1 qd | 
E al lan e | (Ag), al = alm peal. 
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iz 
I= (+ tao, 一 r| ta +a} fr] $4). (3. 37) 
首先 证 明 et £=0,1,2.0°.2%4|X|—1 时 ,有 


rik} 


Didapur = DAL h, XY apuria C3. 38) 


f= 


AAR ALBA A FAIA: 
1 .41 | = 2 CU + 241 ' 


C; = RI GI — DI), (3.39) 
其 中 r= [Se |, 而 [x] 则 表示 不 超过 实数 x 的 最 大 整数 . 


”用 归纳 法 易 证 (3. 38) 式 为 真 , 所 以 只 需 证 明 (3. 39) 式 的 个 计 
亦 为 真 . 仍 用 归纳 法 证 明 ; 当 外 =0,1,2 时 ,直接 计算 其 导数 , 易 得 
(3. 393 式 对 一 切 ?一 0,1,2,… 均 成 立 , 现 设 (3. 399 A k= s 时 对 
一 切 f= 0.1.2.2 Mw Tit A=—st+ 1 的 情形 ;由 C3. 38) 式 可 得 
| 下 | 二 1 时 ， 


ets) 


DTT apay) 一 Dy | DAL Ch a 
J= ù 


rts} 


= DAs — 2j) 
j=0 


X Ca XTE] orga pea 
riş) 

+ DA Dat +14 25 2j) 
jeu 

x CA Oa J attat 


rer 13 


= SIAN +2- 2j) 


J=! 


X AAYY J p43 oe 33 
ra} 


+ DDAL DG + 2 +14 Zs Zj) 
=Ù 


X (R, YT at ates ay 
Ms HEBER irio =r s+) 而 当 s AER RN re) 
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=r(s>+1. 从 而 可 得 : 当 0 二 rz 时 ， 
Ahi = Ah (Gs + 2 — 27) — (a + 2b +1 + 2s — 270A, 
FH H 2A Ee tie BY 75 
JAM | 
<= G+ 2— DIAT | + Ge + 22 +14 2s — 27)|AlL| 
<= Cs +2 — 2792? UT puyi 
+ in + 21+ 2s pCO a4, 
SCT Dae 2 OI 
= PHC Ma. 
M4 s 为 正 奇数 时 , 易 得 
AMT = AD, 
ATP | SCT M eas 
这 就 证 明了 (3. 38) 4913. 39) AR S H EES 2! 均 成 立 . 这 就 得 
到 | ,对 二 7 一 0,1, 2，…-- 
[Did nrar] SE 2 T uyd netuta (3. 40) 
R= 0 BU] 4S 2; 4 ACHR, 
sup ( [CDA Ch) |} 


XEG, |X[—1 
B, 270 EAC 十 1) 十 ar 
<- = 一 一 (3.41) 
r| Tn 十 1>] Cz? + lA lt) gett 
EE vay RR | Sy 4 EC SR BY A HE Ne SE 
取 区，-… +X. 为 9 的 一 组 标准 正 交 基 , 它 们 对 应 的 方向 导数 
简 记 为 D，(j==1,2,…,9) ERI D= G= 1,259). 
则 可 证 明 对 一 切 的 aE 2Z4 1 二 0,1,2,"…', 有 


(ax) 
E 

la| 一 天。 (3.42) 
这 只 要 对 xz 一 《alyey…yea) 中 不 等 于 零 的 坐标 个 数 5 作 归 纳 证 明 


oh Tk 
darami | Se 2 awa nti 


-rr 


- 
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Bay. 24 s=1 时 ,由 (3.40) 凤 得 (3. 42), 若 (3. 42) 式 对 sgil 
成 立 , 则 对 s 十 1 的 情形 ,就 有 

a = ae, + 8, a 0, len = 0, 
而 中 至 和 多 有 = 个 坐标 不 为 和 ,其 中 e ER PPLE. 由 (3. 38) 
式 , 有 


ria 


a 1 E 
EA datti = Er z] {oat why J yv2t+1+26,—19 


pwd 


一 了 AL Ag” 
由 归纳 假设 ,对 任意 的 上 一 0,1, 2 和 非 零 坐 标的 个 数 委 5 BH PB, 
(3. 42) 式 成 立 ,从 而 可 得 


3 a rie? 
| | A Fatu] 


a 


B 
a A S at aie 14+ 2a,— 29" 


` 
> 218| 7°17] 
= | AZ 2 Lt gt 1 +20, 一 apd atte + lel 


=Ù 
ele 


> Pr tel 
= 27D, aCe Dnt a+ i+ ze nt 到 十 上 十 | 了 | 
p=o 


_ 2 
-一 2 lal Diil apid et otei + lae 


这 就 证 明了 《3. 42) 式 , 由 此 即 得 :对 于 hE€9, 有 


Al #2) |} 


= 


BT | 5 +1) tae 
at SD 
r| yn + D| Cr 十 lA |p eter te) 


这 表明 在 (3. 36) 式 中 取 W=zX,|XX| 二 1 时 ,有 
Dy lel + Wels D} lalu" 


ae zi ae zt 
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< Sheu + ae? 


fel 
k1 


x ae (fy | -imti 一生 
|a 


c Ñ Leani dg \* 
— bye "| | x 
本 Fr 人 (十 E aT)” (3. 44) 


这 表明 当 wici ho] 时 (3. ADA FIRS. d 


下 面 的 引 理 3.2 是 显然 的 . 

引 理 3.2 B DOA DA) CZ. IDAM. 28) 式 定 
X MEELTE A 上 的 函数 say 和 ea 它们 的 值 仅 取 为 1 或 
一 1* 使 得 

Diath) =ea)Dth), Dla th) = 4 (a) D(A) 

I—II hE Ma EAR. 

将 引 理 3, 1 和 引 理 3. 2 用 于 (3, 31) 式 可 得 如 下 引 理 3. 3. 

引 理 3.3 ih EQ, Do) =0, H h0 E h= 0 {E a0, Ml 
存在 仅 依赖 于 G 和 a 十 ho HER rth.) BS. 31) 式 定义 的 函数 
Chath tytole DE ly tote) | < 之 rho) 时 可 展开 成 y 十 olz) 的 
RR. 

证 明 DONE KG. 2800. EIR AAG 的 正 
数 r Cig) E Ly tele) | <r, Ch, D(a thy ty tolz)) AB 
Ky to MRR. AA yH aw ER, Am lyel) | 一 
lyte|, 即 riho EWO AR, M C3. 32) 式 和 引 理 3.2, 存 
EIK F G Math HES r Cath), E| yton] 
r latho tt, Pla thotytee DAER yta) HARM. 取 

r(h,) = minir (Ay) ro ta + ha)? 

就 得 到 引 理 . | 

引 埋 3.4 设 Ps(z)、Ai(a 十 ho;yy;2) 和 下 分 别 由 (3. 22) 式 、 
(3. 30) 式 和 (C3. 3D REX. hE Fa EA, H ath. WA 

Aka + Rosy 2) = Bla + hoyen P ole), (3.45) 
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成 立 . 其 中 Bathory ete ly te | 二 rtho) 上 可 展 成 y,z AR 
Mor (ho) A Sl 3. 3 给 出 . 

证 明 由 (3.33? 式 ， 对 取 定 的 ae、Am 和 YY， 作为 的 函数 
A Cathorysz) XT W (ho) 是 反对 称 的. 而 由 引 理 3. 3 和 (3. 33) 
A, Alat hoy D Æ lyte erho TR yvr RH, 4S 
E y 时 关于 z 在 Wtho) 中 的 元 的 作用 下 上 反对 称 , 因此 看 作 z 85 
级 数 , 它 的 展开 式 必 含有 POAT. 所 以 引 理 的 等 式 成 立 , 且 
Blath yD Elyte] <r GMa RR » Wz RR. 这 就 
证 明了 引 理 . | 

w BoA b pha Ape EBRR r RR, BOr DTR 
EQ PREG Do(h}) 恒 不 为 零 的 、 以 0 为 中 心 的 最 大 的 球 . 则 当 0 到 
ae ABT We lal Sro HEr = Tere MH ho Oa HA0 时 ， 
引 理 3. 4 对 |y 十 z| <r CO) Rae. 


由 于 对 每 个 ACF. PETE rAd <r (0), 使 得 当 ACB, 
rh DERSE 3.4 成立 ,因此 球 族 


{Bl ho» -Er Cho) h € F) 


就 覆盖 了 F. 由 于 下 是 紧 至 的 ,就 可 选 出 有 限 个 成 hEF,k 二 0,1， 
NJ Ay=O, | Ay | er (0) .A=1,2,°°° Na a 


Ni i 
2 = B(0.r(0)) U [U B| Ans) | | (3, 46) 


MaF. 
对 每 个 衣 EQ, 下 面 三 者 之 一 必 成 立 ; G hEQVM; GD AE 


Bl has Fr) =1,2, No; Gi) hEB O, r0). 


当 AEQ EH AW ONO ERRA DAER EBEA 
F, AFERI Gk AYO BOIE BE A, 4 


3 1s | 
ellla oola 
he A. (3.47) 
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将 C3.43) 和 3.47) 式 应 用 于 (3. 18) 式 中 具体 计算 ,可 得 到 当 
天 所 局 时 ,有 


(3) 8) |] 


< SAB (让 十 la bhi porter) | 


rE A 


AF AEQ0 GA Al rO ,从 而 存在 仅 依 赖 于 GG 和 天 上 友 
rCO) AYE S At, 使 得 


| 


当 EBL hsp Ch | ef==],2,°°° ivy 时 ， 由 C3. 299K. 63. 18) 
Ae MA BOP AS Rm 


_ E(a,f;) 
BA) = 2d, TW tach, or? + frsy.2)P,(2)/D C2), 


sup 
DL. 


a T 
D] B] |K M, hE QD (8.48 


sup | 
BET 


(3. 49) 
EH kh=h ytz HCG. DREN. 


国 A r Ch) <r (0), lyte | <ir Ch). Ari, Pol) A Dlr) 
W EL PGND O E zr aron KARAS, MA H l yel 
SrA FEES | 无关 的 正 数 A, 使 


a a 
p lfi P, D OY) 


LEA D tatit, BEA rADA EA, D lath) E hh, 
点 展开 为 者 级 数 时 在 声息 瑟 ( 并 sr 下 7 上 第 对 收 般 ,从 而 可 得 到 存 
在 与 上 无 关 的 正 数 B ,使 


a \* _ 
sup | lfa D(a ++) |a| |< B (3.51) 
再 由 引 理 3.1. 引 理 3.3 和 引 理 3.4 具体 计算 B Cathy), 
WA yte <r Chis) La 1525 Me at. 4EZEAS EK RAF 2 的 正 数 
Cy fF 


{z) 


sup | <Ar (3. 50) 
al 
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sup | | 

LCa + la thy) 727, (3. 52) 

HH ASA +y+e. 由 此 可 得 : 当 hE Bl hir] 12ers, 
No 时 ;对 C3. 18) 式 定义 的 BLA) FEES M, t 

3 ie 

sup | sa Ba) | |< M. (3.53) 

m AERO, rO, G. 29) 式 中 ea 天 0 的 各 项 之 和 的 导数 

估计 与 ne B hes gr) | 是 相同 的 , 因 丽 有 类 似 于 (3. 52) 式 的 不 


a T 
a] Bla hisy,z) 


(3. 54) 
其 中 |z| 委 上 ,af 是 适当 的 正常 数 . 
+ RS) 4 [Al Ser (OHH OU NA 
è+ [APS a Fray. 
因而 出 (53. 48), (3. 53) C3. SORRISE 4 AEQ OS 时 , 存 
E5 hF: WKH ER m 和 Mi 使 得 下 式 成 立 : 


[eal 

nh my 

= (2 十 [A [EJZ 

其 中 B.A) G3. 189 REM ATE lh sr oO EEA 1, ll 
SIr EH 0. 4 r(O< lalar (OM 7A R ENTO DZ 
fa], A Ch) ee Co BY 4% e g. 

紧 致 齐 性 空间 M 上 的 Abed- R RTH B.(h) 表 示 为 如 下 形 
A: 


sup | 
FE 


Mis (3. 55) 


A,Gn) = | B.P Cn) . kdk, (3. 56) 
HP hhm) DEQ JE 
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ptm) +k 一 yexph(p(m) + by 1 y EG. 

一 般 地 说 ,z= 二 yexphtzx}y (HR y Al ACI CQ 不 唯一 . 24 y Air) 
使 等 式 成 立时 , 必 有 ys A (h(a) co EW; ohir EQ It, {E 
r= yexpr lh iry Ra. 4A ORAR a. DA ac A, 
fF athlon EQ, r= yexplathir Dy EA. 但 是 因为 BC(oth)) 
=B WREE cOW RB lath Im BRE aE AR 
AE. BUA Bha CD EEAO, EE G ER Co Fe. 

考虑 A, Om) OP TB] $1.3 中 所 述 , 将 Pp 看 作 训 在 o 点 的 
切 空间 ,对 OK YER. > 


F- 
(DES) (m) = EJ Ff (ponyexptY + 0) 
其 中 一 0,1,2,…，, 刚 可 得 
$ 
(DEA,)(m) =| aa} B,(ACp (mexpuYk)) 
K H 


， (3. 57) 


¿=ù 


dk, 


H>t 


又 因为 
pim JexpuYk = plm kexpuAdk~'(Y) 
RIYI=|Adk(Y) |. HAES 3.1.5 小 节 中 定理 3. 3 可 得 到 仅 依 
Wit M 和 下 的 正 数 吾 ,使 得 以 下 不 等 式 成 立 ， 
sup {|(DyA,) (m) | } 


rep l|Tl=1 
< A, {| (DB) (aACp(m)2)) | }d 
K XE, Pe P gies 
再 根据 (3. 55) 式 ， 就 得 到 当 01 时 
(| DA) Gn) | } 
ves = 1 


< mel WACP Un) + 2R 
- (£ + lh p(n) oy [Poth 
其 中 m, 和 Mi (KR M.k 和 bad =—dimM. 
如 同 定 理 2.16 AEA BRL EG. 58) 式 的 积分 ,就 得 到 
当 pal 时 ,有 
sup d | DLA, Cn) | < m, Cm i 


Yer, it |= (2 十 PDE 1 十 大 


dè + M., (3.58) 


+ Mss (3.59) 
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其 中 Dy Hi 57s M, || 二 dimsyo) aon) BM 中 的 测 地 球 
{mE Msd(m,o)}<r(0)} APPLE RR 2 =—dimM. 
取 定 rc0) 后 , (3.59) 式 中 的 m 和 Mi MKT MA k 
(3. 59) 式 用 于 (3.17) 式 的 估计 ,可 得 
| VeA, + AO I< TM (Fi, tm WO 


t? + dt pur 


[oaie 


X oT | f Cw) [dw, 
E H d,md Adin m) Lat AA plw) (we Mi M 上 的 等 度 
量变 换 , 从 而 
d( p(w)! + &,0) = difu) <i dim,w) + d(&,m). 
由 此 可 得 : 当 dimu Zar 时 ， 


Fd mw) < dw) < 3d(mw), 


m dinw) 之 2af 时, 则 有 


之 问 
于 £2 十 d(é,w)? 


< (9a? 十 1)? + dim, w) ). 
又 因为 | 
dinim) < at < ale? + din,w)?)?, 
因此 存在 仪 依赖 于 M Flo 的 正 数 B: E FARY: 
din,m) || PCA, x CF) || 


< B, || fll. + B,| tC + dem wy? FO 
fy 


dim, w} 


x | fF Car |dee. (3. 60) 
在 (3. 59) 式 中 取 上 上 =0 REE | AG) | Beit Ay Se SK 
iF M 的 正 数 B tE PARA: 


|A, « fim) |< B; | Fi 1 
+ B, tte? + dGnyw)*)-TP |f (w) dw., 


dimh 
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(3. 61) 
综合 (3. 60), (3. 61) 和 (3. LOK RSME DEL. Gn 
|A,* Fo | 的 估计 : 
A * FO |< B, || fll, 


+ By . re? + dim, w) TEO | fw) | drew. 
Crear By 
(3. 62) 


由 (3.15) 式 的 HLCP ee. BBA MER B 
fA me MER 


| Fi], <= BHL Gx) (3. 63) 
È- 
当 b 选 得 适当 小 时 ,在 mE M AEE R aonar P 
有 
d(m,w) = (at + ah to +277, 
其 中 


pom) 'w= exp, lX, + 2X, 4° + 2 AP 
=exp,A >» 
X ste Xi Æ Ta CM) EY 28 PR ME IE 36 BE. 
因此 (3. 62) RAY Rap EE MT RE PR 


| eE + dim, w) TIO | fw) |dw 
dim web, 
= | tf? + | 
和 <8, 


x [fC pCmexp, (X)) NV gn (KR) dX, 


RPN zg.(X)dX 是 局 部 坐标 系 下 的 Riemann 体积 元 . 
由 于 


| |f (ae) | dew 
县 fp 


= | | fC pGnjexp, (4) V Eal) jax 
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以 及 存在 仅 依 赖 于 M TE a, Mo EE 

ar’ = Bimo | = 67’, 
其 中 Bono dt MPU m APG ERA r 的 测 地 球 , Bnr) | 
是 Bltm,r) 的 体积 ,由 欧 氏 空间 中 已 知 的 结果 ,就 得 到 


| E F dOn, w) TED | fae) dw 
dem w Eb 


< CHL A Cm). (3. 64) 
FAC 为 仅 依 赖 于 M 的 正 数 . 

由 (3. 62)、(3.63) 和 和 (3. 64) AT BRITE EL RRR T M 和 ec 的 正 

C.F 
Ag df) Gn) <= CHLO O Gn) 
成 立 . 

当 了 EEC”CMD) 时 ;了 的 Fourier 级 数 被 一 个 收 侣 的 正式 级 数 所 
控制 ,因而 当 1->0 时 ,A,* 绝对 一 致 收 钱 于 ff, 从 而 4.x 了 处 处 
JER a SR EH, BB SEL’, pl 时 ,A * f JLF 
处 处 非 切 向 收 襄 , 而 由 第 2? 章 82.3 节 的 定理 2.9,t 一 0 时 A*f 
JLE Rh Ah Be 六 从 而 最 终 可 得 4,# f SLAP Ab Ab SE Dy [it Wie ae F 
了 .于 是 完成 了 定理 3.2 的 证 明 . l 

由 定理 3. 1 .定理 3. 2 和 定理 2.16 即 可 推出 如 下 推论 ， 

推论 3.1 若 了 EL2COMD p21.) P,» 7 JLF A bse ye 
NT fs FARR MRR MP a WERC, 使 PGs 
CHLC Cm) WAL. 

3.1.5 中心 函数 的 导数 估计 

在 3.1,4 小 节 定 理 3.2 的 证 明 中 ,用 到 了 连通 的 紧 致 齐 性 空 
fa] M=G/K 上 中 心 泪 数 的 导数 估计 , 它 又 可 归结 为 连通 的 紧 致 李 
群 G 上 中 心 函 数 的 导数 估计 ,在 这 一 小 节 中 ,就 证 明 这 一 导数 估 
it. 

设 M=G/K a 是 G 的 李 代 数 ,C*x ,*#) 是 8 上 的 不 变 内 积 ,b 
是 g 的 一 个 Cartan PRR, g=8p 由 Ck. 58 me Mo m = 
bim) * of (1. 59 REX. MU n=dimg,g =dimh, 


242 Ask BATES LHRH SH 
{Ai HsH asea H? (3. 65) 
分 别 是 8 AO BZA a MEE EE CEE ST GO EMAAR BH 
AT: 
I" = Ne Nr N™, 
Ht = Aa Hoe Hi, (3. 66) 
HEP mt = Cm, ome om Fl a= Caa ea a BIE n HER g E 
的 非 负 整 格 点 ,并 记 
[m| =m +m tee +m, lal =a, +a tH + a, 
(3. 67) 
TMI.3 RECM), YEP EX 


(Dy f) Gn) = © f(pOn)exptY ʻo) 


im i 


及 设 aw 忆 下 ,定义 避 上 的 有 阶 左 不 变 微 分 算 子 为 


G 上 的 下 阶 左 不 变 微分 算 于 全 体形 成 一 个 有 限 维 的 实 线性 空间 ， 
在 这 一 线性 空间 中 可 取 一 个 内 积 (，,，), 使 得 {XQ" ,|m SSE 
的 一 组 标准 正 交 基 , 并 记 
IP | = CX), PCR 7. 
对 紧 致 齐 性 空间 MEP DR AECICM) 的 导数 估计 ,有 
下 面 的 定理 : 
定理 3.3 设 fECHCM)、FECIC(G), 且 适合 


fm) = | FCp mh)ydk. 


则 对 Yis Ye YEP sak. A 
| (Dy, Dyo Dy A| S |] YYTE It o 
成 立 . 
GER & KES RA PR FE CHG) Cartan F H 
T=exph LAS. ÆT EBS Weyl HARE e RET RH A 
EWS ES LBW. Weyl REN A KEE HS Be 
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Bae ,将 它 简 记 为 fCexp +). MAES, CE b AIEE. 65) 


式 之 下 , 它 的 坐标 表示 记 为 
hkh = hH, + AH, + "re 十 六 五。 (3. 68) 


lon) ~ (an) laa) lam)” 
WU Xt AER G LA De BCH on FS et: 
定理 3.4 i ECG) sk. WA 
EPLO) | 


并 记 


< A, || P.CX) | sp) | sa} exp * 
lo aye 


成 立 , EP EG, A, 是 仅 由 GA s HAIER S. 

为 证 明定 理 3.3 和 3.4, 先 证 明 几 个 预备 引 理 : 

513.5 对 每 个 正 整数 上 ,适当 的 选取 4 的 一 组 单位 揣 量 
ZiZa o Z RH ISS OA SABA T G E RETER 
分 算 子 所 成 的 有 限 维 线性 空间 的 一 组 基 , 使 每 个 P T aE- 
的 表示 成 


& $ 
PAX) = >) D apt. (3. 69) 


Poo r= 


再 记 


I lap) = (SS) 


则 存在 仅 由 GC 和 上 决定 的 正 数 a 和 B IE 
6, | Pic) || < tl fap} Il SB PO |. 

证 明 记 必 人 KG) 是 C 上 吾 阶 左 不 变 微 分 算 子 所 成 的 线性 空 
fa} , 则 {X", | 70 fe Se ztG) 的 一 组 基 . 再 记 Yal Bix", lo | = 
DE LOPERA SE FE A GI MCG) G=0.1, 
OWA. A yu (OÆ C= lanti 1)! /Ln 一 1)! 2) 
的 . 

取 引 理 中 的 s=- HS 
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2, = 2X, + 2,,X_ + oe + 2,X,, 
则 向 量 组 {1Z = (2,220 ZR PR Biz} ijl, 2, 
eee Sor = 16250 sn BI — REVI A aC {Z,}) = {ze}. 

再 记 - 
Zp Cp ele Sed 
Cz” = Cz, D798 Czy, Ps 

则 对 IS 容易 验证 

Zi = D Sek + P(X),, 


|e | =f 


EHR m! =m] em, ! Pial EVO). 由 此 可 得 
{Zi} = {2 Co Orley k} (3.70) 
是 XW%CG) 的 一 组 基 的 充 要 条 件 为 
2 et i = 143.0 Chay = lpk 
(3.71) 
是 把 5G) 的 一 组 基 . 

FE R(X", m SSP, ES. 7D BK. Ale, EE 1 
Chee XC AE Ay Czy) 中 一 11,2," 此) 组 成 的 准 对 角 阵 ,其 
P A (2,05 ACz;) 在 ,<G) 上 的 限制 . 记 RR 中 的 个 曲面 
detA;(z,)=0 ==1,2,…r, 背 ) 的 并 集 为 忆 , 则 FF 是 R'** 中 伸缩 不 
变 的 低 维 闭 子 集 , 且 (3.70) 和 (3.71) 式 是 多 (GG) 的 基 的 充 要 和 条件 
就 是 Cz JER” \F,. Bic 

QQ, = fiz © RY" Ce.) tee + Ce)? = l,j = levees}, 
则 FAN Æ 0, 的 低 维 紧 子 集 . izr) CONE. 时 12Z = 
mz, pÆ a Ms PEMA BZD ELON -AE RSE 
P;( 久 ) 表 示 式 的 系数 aE FY r >C, ar 一 0, 则 PACK AY 
a TEMES H iant Alle, (ASR. KRM CMA 
正 数 员 立即 可 求 出 , 面 B 则 依赖 于 Gk A lr) E RNF 324 
HH ret E AAF, 中 的 变化 范围 ,就 可 认为 互 | RKT G R, AA 
而 完成 了 引 理 的 证 明 ， i 
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设 和 是 $1.3 节 的 1.3.2 小 节 中 定义 的 和 中 以 原点 为 中 心 的 

平行 多 面体 , 它 又 是 
§/Cexp™'e N $) 

的 等 价 类 代表 元 的 集合 ,其 中 exp ie 是 C 的 么 元 e 在 指数 映射 
exp 下 的 完全 反 象 ,exp !e 门 9 是 GG 的 特征 格 . 则 存在 9 中 以 原点 
AUD RPE TS BR @CCQ; 使 得 (2.18) 式 定义 的 Doth) 当 取 AE 
名 时 恒 不 竺 于 零 , 且 对 每 个 有 E11, 存 在 唯一 的 EG A geh, tE 
FAR: 


h=yt+h, h € O,expy € G WALD. (3. 72) 
再 取 3 的 Weyl 基 为 
(Hins a ath, (3. 73) 
并 对 RED E 


SA) = {a € adh) = (ah) = 27 的 整数 倍 }， 

5, = I NS(A), Et Ch) = E+ Sh), SF = St NS, } 

(3. 74) 

定义 3.4 19 AEREE. G Bg t Cartan FIRRA 
的 Weyl 基 由 (3. 739M Hid = 二 [XX X_ JES act 对 于 
RES A HOR. 72D MB GE MWA EO 中 的 中 心 化 于 ,而 
4024) 8 9CA£E § PAEZ Fh IB). 3 C2. 18) 式 定义 的 DCAD 
A0 RRA =b i oS A TOK. MICA OCD. 再 对 每 个 
a€S* EM 9 AE (2) ESE ZEM A Xan XE 
中 张 成 的 二 维 实 线性 于 空间 . 

由 引 理 3.5 和 定义 3.4, 易 证 以 下 引 理 ， 

引 理 3.6 设 hE, 则 对 每 个 正 整 数 , 可 取 4 中 适当 的 单位 
向 量 

ZiZa Za © 00); XXa X, € QCE,) 
EGER: ARERR P OSSD HERB 
数 Cas.: 时 ,可 唯一 的 表示 成 
P(X)= >, Sc, ZX, 


Cat ee p=1 :1=1 
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AEM RIT GC Al PEX C. ER 


1 
Ej 
( [人 as | = C; | PX) | r 
Oe+ bee 


当 上 EB 时 ;定义 3.4 中 的 804) 是 9 的 子 代 数 , 它 对 应 的 G 的 
子 群 记 为 GA). 于 是 有 如 下 引 理 ; 
引 理 3.7 设 hEb,ZEQ(h) XE, FECHG) MA 
(22S P(r) = FY Ne), 
Hp HENYE. APE »CCCA) ,使 得 
H = Ady(4),Y = Ady(X),2 = y lay. 
证 明 因为 8c(h) 是 8 的 爱 致 子 代数 , 它 的 Cartan 子 代数 也 是 
b. 故 对 每 个 ZEA MAE HED M vyEGA), fA H= 
Ady(Z). RAIA GA) G BRT. A AMG Gh) AE 
子 空 间 , 从 而 9 (2, 18 AdG (48) 的 不 变 于 空间 ,由 中 心 函 数 的 性 
质 和 左 不 变 占 量 场 对 函数 求 导 的 定 头 , 即 可 得 到 引 理 3. 7. | 
AG PAS T=exph Payee Site MM. FY RS 
exphexpiX 
= yHexphG y(t)! 
= expAdy(Q)(A@)) 
= exp{AdexpZ (1) (A(z) 3} 
= exp{(ExpadZ(1)(h(z))}, (3.75) 
其 中 ye =exp (4). ZC) Cag, k AUO Cb, Exp EIE RE ta aS. 
引 理 3.8 Hreb H expk 不 是 GG 的 中 心 的 元 ,XE9(B), 则 
《3.75) 式 在 :二 0 附近 存在 唯一 的 实 解 析 解 : 


Z(t) = tZ, + tez, + OC), 


hG) =h + th, + Lth, +O), 


H EB 266) ,.7,E 46) sACt),A, rh ED. Bid 
X= D CXe), X) € g| X| = 1 S$, (3.76) 


+ 
a = 
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则 有 
A, = 0,4; = = >, Cictg Fath vhs 


sE It 


Z, = 3 DCEO AXa)), 


2 < zt 


RP EE a ER AER RIG, Cee 3 为 其 不 变 了 于 空间 ， 
EQ g EAR HMICA ECA) 024 X= p 中 、 X= -|， | Ax 
‘RF AY CAD, EE XX ChE StS FRA 
— 1 一 ctg Falh) 
Eth), = 
ctg Zalh) — 1 
特别 当 取 (3. TOA PR X—XKCOHIRGA Z,—0. 
证 明 JCA g ERETRIA GA alee StH 
其 不 变 子 空间 ,限制 在 8 上 ,了 和 CR 均等 于 零 , 限 制 在 4 上 则 记 
WJ. MCR) TER XX PENH EB 
0 一 1 
J, = |， 0 | CCA), = ah), 
HEP IL Eg EEEIEI. 这 就 可 得 到 
adh = CDJ = JCh), CJ? =— Cth). 


Hi $1.3 PHS 1.2, XH 
exphexprx 


_ exp {A + tA(hy 十 St Bh, XXX) + 0@)}, 


(3.77) 
其 中 
— + 下 一 1 1>* $ 
Bth X= 4 ACA ICCA, X)ACA) (3. 78) 


BR bg. Ce D OMY AA) KRESS. AAI BE 
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的 限制 为 异 等 变换 ,ACh) 在 9。 ELE Bic A ACA). WER Xas 


XZ FF. ACA). HE 
sine (ft) 1 — cose(h) 


ach} ath) 
AtA), = . 
coseth) — 1 sinet A) 
ath) ath) 


由 此 可 得 当 DCA SHO, MH ACHOM. AA) HIERGRR., 
AQ) (RRM, H bH Ge Swe ACAD THREES, 
ACA) 40, LARRIA ACs WA 

i, etg ath) 一 1 
AAs! = ath) | . 
i ctg zah) 

将 引 理 中 的 ZC 和 CG) 的 表达 式 代 入 (3,75) 和 和 (3.77) 式 中 
求解 ,因为 XED, MW ACAD CX) Ege), HR C3. 750 A 
(3.77) 式 的 秒 级 数 展 式 中 的 + 和 的 系数 ,可 得 

A,=0, [Z A] = ACA) (X), 
Bh, X)CX) 
= h, + (Z,,4] + 2[Z,.h,] + CadZ,)?(A). 
记 2;.. 为 Z 在 9%。 (eC St) PH ESHA 
[Z,,A]=— >jadh(Z,,.) 
=— DSpathd (Zi a), 


Ath) "(X) = SICA Xa). 


+ 
ce =, 


h LRA .天 = —F,. Bay 
Zia = $ CEH AX(@)), ae St, 


这 就 证 明了 引 理 中 Z, 的 表达 式 . 
由 (3.78) 式 及 引 理 的 条 件 可 得 到 当 六 =XCa) 时 BALK) 
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Eh, Ait DAO RACO WA Z.=0. 而 对 一 般 的 六 E90CE); 记 
HH Bh, XOTE PHERRS MG 
H' = h, + ladZ Y A). 
AA EAA BARI H M adzi yY CR) 得 


__ (— 1) 2 点 一 1] 
E > FD ah) 
x LAC) OX Ca) PACA) EX Ca) 


1 1 502) aE 7 A an 


ex; t=} 


x [— J Eh) AX) EC) CX (a>) J 


sinal) — ath) 
2 Px 1 — cose(h) har 


“| 


rE I 


(adZ,)*(h) 一 一 ae: 


rt xf 


由 此 即 得 当 关 和 名 BE DOA BT, SIP A, 的 表达 式 成 立 , 即 当 
hEQR DA)AI BF, 5 ER. 
对 一 般 的 ED, 由 (3.72) 式 以 及 
exphexpiX = exp? = expA * exptX 


ach) 
】 一 cosathy " 


= exp} + y(t) * exp (£) + ys)! 
= y(t) * exp- expå (t) + yi, 
BLUE HAT SIRA — A RED H exph TE GHP OMILR XE 
gC, iS RIE. | 
由 引 理 3.8 可 以 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 3.9 AEN, fECKG).FA 
01) # kel E XE. MA 
(X f)(exph> = 0. 
(2) ARa EI, X Ego AIX =1 0i sin ath) #0 


时 ,有 
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(X? f)(exph) = atte aD, i(exph); 


i 24 sin Fah) =0 时 ,对 正 整 数 严 有 
CX" f)(exph) = [用 | -De flexpA), 

Hro(a,a)={A,|?, CITE BR mi eM 
D" f(exph) = | 5) “flexp Ch + th,)) 


t= 
(3) Bete? .ec€ =X. X83. 7DAEY MA 
(XX _,f)(exph) = — (X.X. JO (expr) 


一 SD.f (exph >. 


(4) E k2, a PES H Atp MA 
CX J (exph} = 0. 
(5) FeSit+1 且 XEq(D RR 


PAD = SE, Pi 55) = >. 


lelet 


ay 
3A’ 


(PAAR) Cexph) = (ZPF S) (exph) = 0; 
m kel WA 
(PEDS) (exph) = Pil 55 z] flexph). 
证 明 由 引 理 3.8, 当 DANSKO 且 XEADA 
(exph - exptX) 
= fly(t) + exph(t) y(t) 1 
=f ht Fh + OC) |, 
在 上 式 中 ,在 :上 = 一 0 处 ,作为 上 的 函数 对 上 求 一 阶 或 二 阶 导 数 , 即 得 
Djp AOA DADO 时 成 立 , Bid 
= {expå, A & §, DCA) a 0} $ 
Mi 7° Æ G A Cartan FH T =exph 的 一 个 稠密 开 和 集 . h FHS 


则 有 


exp 
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RR flexph ARF Weyl FORTE & Br oy HE WHE T 31 
中 的 (1) 和 (2). 
对 引 理 的 (3) 和 (4), 设 
exphexpiA = yi)exphtt) y(t) l, 
则 由 引 理 3. 8 可 得 
yit} lexpuY y(t) = expluY — tul Z Y] + Ou)), 
由 此 可 得 
(exphexprX expuyY ) 
= fiy(@exph y(t) lexpuY) 
= flexph(t)y(t) expuY y(t)), 
所 以 当 yeh 时 ,有 
(CRY) (exph) 
= § © fexph (exp uY 一 ful Z,,¥ |) 


u=—O= 1 


=— ({Z,,Y]/)(exph). (3.79) 

将 = Ka YH XK =X VEX XH XY Xs 分 别 代 入 以 
上 式 中 . 由 局 理 3.8 HEE CHEA CX Cexph) =—0 的 结果 ,就 证 明 
T 3] HGM CA). 

3) FER (5) 2 5] (1 eis EY BR. 于 是 完 
成 了 引 理 的 证 明 ， | 

313.10 设 fECIMCG) hEN, D(A) K0,Y Eg EINA 
设 

Qt a) = SPCR PIPE, 


fai 
P,(e,¥)= sin sath YQ, le, Y) 


— cos POLAE a), 


P,(— @,¥)}= cos Sath)Q,(a.?) 
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十 sin Fath, —a,¥), 
则 有 
RPS) (exph) = —*—(Pi@.P Sf) (exph), 


sin FeR) 


(RFS (exph) = 一 一 (PC 一 a, ¥)f) (exph). 
Sin yah) 


证 明 由 前 商 引 理 3.9 证 明 中 的 (3.79) 式 可 得 
CYF) (exph) 


d T) fCexphexptXexpuY) 
tl du 


A#=O0,f=0 


点 
一 l 所 Ftexph(@expu(Y — [#Z,,¥]) 


w=O.=6 


一 di (Y — [2f] S) (exph (2)) 


在 上 式 中 取 X=X, RX=X_.AY, S| 3. 8 分 别 计 算 2Z,， 
就 得 到 本 引 理 ， | 

引 理 3.11 设 AECICG), 则 对 每 个 了 阶 左 不 变 微 分 算 子 
PQA zEC, 存 在 着 天 阶 常 系数 微分 算 子 OX), HB 

(P,Q) (CT) = (QS) (exph (zr)). 
Hp ry=yexph(a)y (LACIE ARERAKRF CMe HIES 
A, fe PRR: 
QC) |] <A, PR) 1， 
证 明 由 引 理 3.5 可 设 
PAR) 一 Sam2?. 

LIHER AXE ISIS, A , 


XY (= | T Ff CrexptX) | 


imo 
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一 | =| i Cyexph (2) y ‘lexptX) 


ref] 


È 
— | T. f(exph(x)y~exptX y) 


pam ff 


i 
一 EJ flexph (rexptAdy iX) 


现 令 了 二 Ady (X), M EARTE 
(RFY Or) = CYP) (exph (lr)), 
因此 车 记 
Y, = Ady '(Z,9, r = 1s2ye** 5: (3. 80) 
则 由 《3, 69) 式 就 有 
(PARIS) Cr) = Ya CP?) (exph(z)). 
ra 


即 有 
Q(X) = 之 ,err 这， 


Y, = Ady (2Z), r= 112,°" 3, 

仍然 用 引 理 3.5 证 明 中 所 用 的 记号 . 由 引 理 3.5 ERA ae i 

的 一 一 对 应 
Ni: (i) 
可 知 ,对 每 个 yEG Ady 在 4 上 的 作用 自然 诱导 了 Rx" 上 的 一 个 
正 交 变换 TO) SZ, AY, BG. 80) 式 时 , 记 
{Zep = UZ, (yeh 一 下 人 
则 有 
《3 = POO {gt), 

FO =F (FD) Wo, EF PHAR EI E 

Fits). AWER 
(ze) E ONC, U PG), 

则 Z,.¥,; BN 9 PARA, Z LY, RRG. 70) 式 产生 
BICZ AY) ABE XG HE. 
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到 (3.71) 式 后 面 定 义 的 以 的 紧 子 集 五 为 
E; = { {zp} € &. dlizp} Fo 2a 0}, 
其 中 dC: , + aR R ORAA EBS. 而 由 引 理 3. 5 的 证 
有 明 可 知 , 对 尾 一 {z;}EE, 有 {2;) 二 xr!'{x,} 使 得 引 理 3.5 Wie. 
SEB RSA HER a M Bi LKR CAA a. RAW F 是 
RoR a k ae AR EB BE RE G EAE 
HN. HRM yEG BAUR GUE, 的 不 超过 N., 个 
的 开 集 之 并 , 这 就 表明 了 :存在 仅 由 与 Ak EH IER 6. > 0.18 
E #8 & 的 非 空 开 集 , 且 对 每 个 yES, 存 在 着 {z,} EEEi, 使 得 
d(C{z.} Fily BE. 
因此 ,对 每 个 yE€ 如 ,存在 {2Z;} ALY, HSC. 80) 式 , 且 使 得 引 理 3, 5 
成 立 . 而 由 引 理 3, 5 对 应 于 {Z,} 和 1{Y,} 的 两 个 不 等 式 ,就 可 推出 引 理 
3. 11 中 要 证 明 的 处 等 式 , 这 就 完成 了 引 理 3. 11 的 证 明 ， | 
现在 将 9 的 正 根系 Sid 
Eto {a rds 505}, (3. 81) 


其 中 5 一方 (dimG 一 rankG) 二 方 (n 一 q). BB 
二 Cr) E RR, 


并 记 chow 
xth) -一 Cri Chad ye a CA, (3. a2 } 


适合 
xh) = ctg Fah), j= 1,2,. 5. (3. 83) 
Mid Zi A k ERR SPREE SSR AP SI: 


引 理 3.12 设 .FEcG), 则 每 个 如上 的 在 阶 堪 不 变 微分 算 
子 PS) 唯一 地 对 应 了 工 一 expgf 亦 即 48) 上 的 & 阶 微分 算 于 


a| hf A | ,舍得 当 DG) 60 时 ,对 一 切 hE§ 恒 有 下 式 成 立 ; 


(PRIS) (exph) = Qu A155] fCexph), 


HQ, 5 入 | 具有 如 下 的 表达 式 ， 
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Qlaz) = 5 ZOPAR 


TERTA 


其 中 
bhi = >D, Cph”, 


HES GIHE A 


Coy 是 适当 的 实 常 数 ,x(h) 由 (3. 827 和 (3. BRS rhy 
Zi RY z hy, 

证 明 ”由 引 理 3.9 可 得 引 理 3. 12 对 天 一 0,1,2 均 成 立 , 由 归 
纳 法 设 引 理 3. 12 对 大 成 立 , 考 虑 天 十 1 的 情形 : 

对 Pas, OO C4106), 3.5 有 


Pua) = > ap, 
困 此 只 需 对 了 Egg 证 明 在 归纳 假设 下 , 引 理 对 了 后 ! 成 立 . 设 
Y = HF >) (aX%.+6X_), HEH, 


ag yt 
则 有 
Yeo — HY + D>) (aX + bR T’). 
It 
由 于 
CHY: f) (exph) 
-于 起 al ftexp(h + +i expuyY > 
= £ Aep +D) = 
由 归纳 假设 ; 设 
(YF) (exph) = R| h F {exph), 
则 前 面 一 式 就 变 成 
(HYD (exph) 
= 于 RR h-+tH, AUCIE + tH)) 


256 $328 紧 数 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 
a 2 
= Rel krz | Daf (exph) 十 Ri hs FF) fexph), 
其 中 


Rah sili SR hE aH, A 


im i} 


HAA AHE Y Sg. EARE T.a 3.12% PURA. 再 由 
引 理 3.5 即 可 得 到 :在 点 成立 的 归纳 假设 下 , 引 理 3.12 对 上 十 1 必 
成 立 . 引 理 3.12 得 证 . | 
有 了 了 上面 的 准备 ,就 本 证 骨 定 理 3. 3 和 定理 3. 4. 
定理 3.3 的 证 明 : 
由 定义 3.3 和 定理 3, 3 的 条 件 , 有 
(Dy Dy Pr f)(m) 


d d d. 
= dz, Ja g A Om expe Ye 


X expt, Y. * o) 


=| 5 dt, TF CpCmexpa¥ 


x expt, Y #)dé | 


Laut =o 


AH F AY 4D a AY ERARA HE BY Ew. LE A R 
(Dy Dy Dy F) (m) 


d el 
= | ae, def (RP Cm expiY e 


x exprYy dk | 


Sen fo 


I 


= | Pie FP pcm) dk. 


直接 佑 计 上 陈 , 就 使 定理 3. 3 得 证 . I 
定理 3. 4 的 证 明 ， 
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当 exp? AF G 的 中 心 时 , 令 
facr) = fCexpyr), 
则 SECHQBRF 六 ECSCG) .而 由 (3.72) 式 ,当天 一 7 十 疡 时 , 显 
RA 
(P,CX) f) (exph) = CPX) f,) Cexph). 
这 就 表明 :只 要 对 FEC(G)H ACO iE EE UE 7 24 
fFECICG) 和 EB 时 ,定理 成 立 ， 
当 D(A)~0 时 ,由 引 理 3.12 可 得 
(P,(X) f) Cexph) 


om, a 
= $ Corey" so] Feexph), (3.80) 


y, A) = a, (Adctg alh) : 

zj(h) = 1ya (h) j = 1, ,b, 
再 记 

yii) = Cy, CA. ya}, 

z(h) = (2, Ch) ,o 420k), 


RIX YE ZA 

LLARY = yh)" chy = Cy) (Ade, Ch) oy (Ae, (AD). 
又 记 吕 是 四 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 ,每 个 上 各 8 可 唯一 表示 成 

h = tw, wE Q, t= |A], 
则 可 将 (3. 84) 式 写成 
(PaCS) Cexph) 

= (P,(X)/) (expt) 

> Core (wy yta] a " f (expte) fe” 


1] set 
IF k 18 


I 


= R, J expira + ` Co yz Cw)’ Ra yw) 了 4 


1 | Ale 
l&r =k |B 


2 
dh 


C3. 85} 
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al Ran) Bel an) 


6, 是 适当 的 实 常数 ; 
Rzx(iw) = yw) iE a f lexptw). 


EBATE AAR O (3.72) Rae. A l<r<2,D, CA) 
在 rQ) RA. 因此 当 上 EG 时 ,(3.85) 式 中 的 yta = yhy 
的 各 阶 偏 导数 均 在 信 上 有 界 . AE A= we, DiA)~O 时 ,可 
将 Rara E Q ERM Taylor 公式 展开 为 


| 一 1 


P 
Rart) = > pi PER O 


f= 


+ (D TR s. y) CB. ytd}, 


ÉT | 
其 中 0<06, <1, 


(DER, Yh) = | al Rp rth + tw) 


i= 


将 上 面 的 Taylor 展开 式 代 入 (3. 85) 式 中 , 则 得 到 
(PDO (expA ) = CP CRA) Cexpiw) 


f(exphA) 


d 
~ rf 2. 


+ 2, Cezy Ty Ty py DY Rar) Opsto) 


1s | Fie 
1 | Fl sc#— |l 


+ P/E, 
其 中 POR hjk KH So. 
当 1<r<2 时 , (3. 85 ERE TQ FES. AW AH=tw CQ 
H DADO 时 , 必 有 正 数 acl 0, (PBS. 85) RAMEE ltl Zas 上 
有 界 . 这 表明 了 上 式 中 的 PORES TSR. 
HJE ay B24 A= tw CQ, A DAKO 
(PR) Cexph) = (PR) A (expr) 
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一 Rl AUG 


zwy Iz] 
+ Ab, Cay Far (DY'Rs 7) Cato). (3.86) 
lass r k | FI 


适当 选取 «> 0. RINE TA PPT SRT 
(i) fa; Ca} | Been, f= 1,2 6d; 
(2) FEM | a, (mw) | ep, EEE | a, Cw) |<e,. 


先 讨 论 情形 (1): 令 
b, = ee mee Hed HEA dz tte’ j 
ae [F| +] 


a C- 
| ffexp Ol. = supi | Ea iCexp *) 


W 4 h= tw EG, DOA., H wih SECON... 86) 式 有 以 下 
fait: 
| (PAX) Cexph) | 一 | (PCS) (expiw) | 


pirig 
<| Z l + > Cool Ere 


| orl ee 1, || < 
1 1F ke Ei 


x || ftexp =) |, 


c(a g D te! 


|a |= 1 | F 


x || ftexp |, 
= (2) bia, || PR | + ll Flexp > lias 


其 中 az>0 公 依赖 于 C AT k. 
再 讨论 情形 (2), 设 1 0) 是 所 有 适合 le w) | <e 的 正 根 a; 
的 集 . 
BD = {A E balh) = O00 € 2+ (0)}. 
W dimh(o<g¢. MF we, wo, 是 在 9800) 中 的 正 交 投影 ,w= 二 
atp 45 7, IER, AAS e, 取得 适当 小 ,例如 取 as = 1/100. 
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有 

le 

3 Sle) <1. 


再 令 w= lni WA 
tw = te, + am vw = jp |E 
车 对 a€E Et COMBA lalo) | ey, WA EERE T. 否则 , 必 
A W aE Tt (0). 使 得 |afes) | en. RAR eT (0), HB 
age) | ce WPA] Xf ws 继续 进行 分 解 . — ice ,使 得 
h = te = uw + iah + + nye, 
成 立 ,适合 立志 |%| 扎 1; 且 名 WEER: lu, 10. 而 + 又 有 对 应 
的 分 解 : 
St= 3° (1) U Et (2) Ue U E+ OD), 
适合 每 个 人 + CPEs A St (PRPS eE st (po) M4 s 
pp 一 1] Ef ala) —0, XA jalta) | uty. 
国 此 (3. 85) 式 相应 地 变 成 
(PX) (exph) 
= (P,(X)f) Cexptw) = (P (R) S) Cexp Fuew) 


= R,| a J (exph) 


+ D>) CprtlwYRpr (Euo) / Grut), (3. 87) 


1. [A] Ean 
15 |*| 雪上 一 | A] 


其 中 atarte tam 17], [ze ae 

类 似 于 从 (3. 85) 式 到 (3. 86) 式 的 变化 , 先 夯 定 ez +++ ,wi; 看 作 
u 的 函数 得 到 关于 v 的 相应 的 (3. 86) 式 .再 回 定 uttu E 
VE u, 的 函数 在 以 上 变化 的 基础 上 叉 得 到 相应 的 (3. 86) 式 , 依 此 递 
推 ,可 得 到 当 有 EQ,DCh) 关 0, 且 

A = wy, oes bt tet, 

具有 以 上 所 述 的 性 质 时 ,就 有 

(PRIA) (exph) 
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一 Ral 3 a7 y | f Cexph) 


ae baa | Ar 
4- > } C z Doe Da Rar) pr). 
1 EE f ‘a a, Ia; T a 
1 | | | 请 | 


其 中 a t ta = 17 | 9 
Ear = Gh ruah 十 Ga yiiz 十 … 十 Py, yur 
适合 O<A <1. 


ay BE REDE 时 ,有 
| (P(X) Af) (expr) | 
< [7E] bias I PCR 1 + flexp +) a 


gié 
< (22) ba, PCR + Sexpo Hs (3.88) 


其 中 QÈ sars 15. he Ht G 和 k. 取 征 理 中 的 Ay 为 
= (2g / E Y bids, 

Fifie AE, DU) =0 HIRE : 4 exph EZG). ZOG 的 

AUDA AEG it, h3 3.5 和 
exprY = yexph (Y jy l, 

HPAES |ACQOI=lY | ,就 容易 验证 (3. 88) 式 的 最 后 估计 式 
成 立 . 44 exp EC Z(G) AED, D(A) =0 时 ,由 引 理 3.6 和 引 理 3. 7， 
将 (3. 81) 式 中 的 E+ 换 成 St ,并 将 由 此 得 到 的 c(h) FF SEE 3. 12 
的 证 明 及 定理 3.4 直到 (3, 88) 式 的 各 个 证 明 中 ,可 得 (3. 88) 式 的 
最 后 估计 对 此 也 成 立 . 即 (3. 88) 式 对 一 切 产 所 总 成 立 . 而 对 一 般 的 
hEN, HC. 84) 式 前 面 的 说 明 , 及 (3.72) 式 成 立时 fCexp ，) lje 
二 (exp，) || 1: REH T EH 3. 4. | 
3.1.6 非 切 向 收效 与 非 切 向 有 界 

对 于 JES (M id 

u(t,m) = Px fim), (3. 89) 

MHE R.XM ERAS um) & Laplace 方程 


[EA + Alucesm) = 0, (3, 90) 


262 第 3 章 BRAS LOMAS 
其 中 ,4 是 M 上 的 Labplace-Beltrarmi 算 子 , E A PR uem RX 
M 上 的 调和 了 西数 , 它 具 有 与 欧 拱 空间 上 的 调和 范 数 相似 的 许多 性 
质 . 

为 了 描述 R xM 上 的 由 (3. 90) 式 定义 的 调和 了 匡 数 的 性 质 ， 
先 给 出 定义 如 下 : 

定义 3.5 MEROMD RT /—dimM 维 欧 氏 空间 中 一 个 
具有 连续 的 且 分 片 呈 的 边界 的 有 界 闭 区 域 , 且 对 对 的 Laplace- 
Beltrami BF A EAREN mE Nn E dsm BIE nEn AA 
数 时 ,有 

inf (ACC + sa)? (nd } > by => 0 (3. 91) 
成 立 . 则 称 2 为 Riemann 流 形 M 的 一 个 正则 的 有 界 闭 区 域 . 

P E ER XM 中 的 一 个 正则 的 有 界 闭 区 域 ,是 措 下 微分 同 
EF iti 维 欧 氏 空 间 中 一 个 具有 连续 的 且 分 片 ce 榴 边界 的 有 项 
闭 区 域 , 且 

E = U ge), 
awe, fa, 
其 中 
RG) = {n E Mam) € E} 
是 M 的 正则 的 有 界 财 区 域 . 

引 理 3.13 设 五 是 RR XM 中 的 一 个 正则 的 有 和 界 闭 区 域 , 则 
每 个 由 (3. 89) 式 定 祥 的 调和 汞 数 zk) 必 在 五 的 边界 上 达到 最 
KER RME. 

证 明 只 需 证 明 el E EHAR aE FABRA. AR 
证 法 ARS 


A = sup {u(t,ri)}, (iy tty) 二 一 A; 
im E E 


B= sup techs) 
EFE BISE 
则 A>. 4# E EKAR 
V (tam) = wt ,my + edim, m), 
因为 在 E E dim ,Ht0) 有 界 , 从 而 当 ED 适当 小 时 ,就 有 
sup p Vam) } < A, 


tr 
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但 是 对 E 的 ALE Gomo UA 
V(to pio) == wi, ity) = A. 
PTT ATE E RS AL Gom) ,使 得 
Vekt 772; ) — Up (Vt 77) } 
Um EE 
于 是 必 有 
| | 7] v. Gom <0, (AVD) <0, 


即 有 


z 
| Ej + A) V.G m) = 0. 


ME VGRA. ER 

(Ad (+ sm m) = 0. 
这 与 E 是 正则 的 有 界 闭 区 域 从 而 (3. SDA RIVA. TESE 
成 站， | 

引 理 3. 13 的 证 明 实 际 上 只 用 到 w(t,mr) 适 合 (3. 90) 式 ,和 
Riemann 流 形 M 上 的 四 离 函 数 的 性 质 . 对 一 个 Riemann WE M,Z 
每 一 点 mE M ,必然 存在 一 个 适合 定 关 3.5 的 区 域 吕 ,使 m EO 
内 点 ; 且 (3. 91) 式 成 立 . 而 对 齐 性 Riemann FBR, REO 在 一 
mom €M 满足 定义 3.4, 则 在 等 度量 变换 下 ,每 一 点 mEM 都 有 一 
个 与 总 等 距 同 构 的 区 域 只 ,使 和 是 品 。 A SAG. 91) 式 成 立 . 

命题 3.1 WMBR RATES. E a0 R XM AF 
Wla, +o XM. iH uC mE, 的 内 点 上 5) 处 达到 最 太 值 或 
最 小 值 , 则 ue. WAR. XM 上 的 常 值 函 数 , 由 此 可 得 到 P On) 
$e EK. 

证 明 AA MERR, LAA COMERER-T &X 
函数 FES MMS. 11DA, A um EE, LAR. 此 即 
Viwm—=—att+amie R XM LB RIAA BR. 当 um) E 
LE, BAAG om SAB RK A Ma. Ree 

HE PY) a ultem), Cm) E E, 
的 情形 . 这 时 ,由 引 理 3. 13 AERAR EA Gom) Rb u(t,m) 的 
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Hessian E K -Ù E Æ E m i. A AE., mo BIR A 


| | +4) (tem) 0, IA WGA FETE Gm O BY — PAB SR OE SE 
这 个 邻 域 上 


2 ulm) = 0, Ault, m) =O 
恒 成 立 . RPS SE ARTE M E m 点 的 名 域 ,使 得 
Att, nt) = 0 

在 这 一 邻 域 肉 悟 成 立 , FA te 0. Gmn E MM 上 为 实 解析 ， 
从 而 4eG@, mt 邮 上 也 为 实 解 析 , 于 是 由 实 解析 延 拓 的 唯一 性 ， 
WE Anom = 在 M ER. iB M bib SAS On) =0 A 
F nE ARA, ATT uom a Ch, ot) = BP SCS. 89A Bp 
得 到 fm Suom d TE uam E R XM LESTER. 由 
这 一 结果 ,在 P OMF EA Gom) E Pi Om) <0 成 立 . 则 就 可 
构造 一 个 不 恒 等 于 常数 的 调和 畏 数 已,* fm TE to > Om EM PJ 
点 《tu sy ADI e wo em) ulm), rmm E R, XM. 这 与 上 面 
MHC te FS. 这 就 证 明了 P Gn SESE TAM. REE 1 > O 和 
m © M, (848 P, Gn) = 0. O<e<ie,, BOP. Gn RFE HE. EE E 
By A GA SI Re SS. H e EAE P, On A Es IK 
BREF BH. A P.Gnd>0 MH Gm ER, XM 均 成 立 , 即 
P,(m) 是正 核 .于 是 命题 3. 1 得 证 . | 

通常 称 适 合 (3. 90) 式 的 R; XM LAR w(tt,m) 为 Ri XM 
上 的 调和 画 数 , 它 与 43. 89) 式 的 差别 是 : 知 uG mn EA O 90) 式 ， 
则 必 存 在 TES AD ARR co (ER 

u(iym) = Pox flim) + ct. (3. 92) 

显然 ,车 cAO we MEERA meM 都 不 是 非 切 向 有 
界 的 ,所 以 只 需 讨 论 由 (3. 89) 式 定义 的 及 + XM 上 的 调和 函数 , 即 
不 会 二 的 线性 项 ct 的 调和 国 数 ， 

由 上 面 的 引 理 和 命题 可 得 到 RR <M ERA ED AA 


a hih “eh 
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与 非 切 向 收敛 之 条 的 关系 . 见 如 下 定理 : 

定理 3.5 Be 2G. BORER RL XM LEA 
Hu EM EWE TR SCM 的 每 一 点 上 都 非 切 向 有 界 , 则 
在 S$ 的 几乎 每 一 点 处 都 有 非 切 疝 极限 . 

证 明 因为 村 是 齐 性 的 ;从 而 可 取 正 数 ao>0, 使 得 对 一 切 
mEM, 以 m 为 中 心 、2ao 为 半径 的 开 测 地 球 Btim,2ao) 的 闭 包 
Bim, 2a.).(3. 91) 式 成 立 , 且 具有 共同 的 如 汪 0. 因此 可 选中 有 
限 个 点 mom t m E1 

UB. B, = Bmao) (B= 1525058) 
覆盖 M. 
不 失 一 般 性 ,可 认为 5 BA, PAA S OR kes 


FS APAR S KAF S i 
F= Faw, 


= (m E S N Bo sup (lucem!) <N}, 
G.ad€ D Um) 
A= Aan 
= | J ren| n p = Co,0< < 2b.) 
HE P= Fé 
E= Eon. 
= | YT.) B: {pp = tn) O <0 t <0 4}, 


并 取 a AIL ABA. N AESH, k=1,2, ,上 5; 则 每 个 Fana BIA 
AFAR. H S 是 所 有 的 Fo hI RP b. 选 为 使 


|» €E M| (26.57) € ov rim) C B, (za Zag) 
™ wi oe 


成 立 的 最 太 正 数 . 再 对 正 整 数 j 汪 1/Bb., 令 Gm) 是 集合 {mEM | 
C1/ 7) 所 及} 的 特征 消 数 ,与 欧 氏 空间 中 的 证 明 相 同 , 令 

utm) = ull + tm), 

Fim) = %0n)a;(0,m), 
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psm) = P, +f m), 
p, tam) = Eam} — pm). 


A esse eM RM. CEA 上 的 绝对 值 不 超过 ,1, 为 简便 


GL RA A ER ete EA EIES [eG mil. KAMA 
ADEL lp ew SLA IS |.<1.(BARN EMS 
M 的 总 体积 为 1), 从 而 存在 的 子 列 SAKAT JEL CM), 因 
而 当 A> + Oot p, om IRF pam), H 
Pim) = FP, * fn). 
同样 地 ,多 Cem REF pm), 
gt nt} = uitm) — Kim). 
现在 令 &Cm) 为 集 MN\F AER RU RS 
Wt.) = 26,12 + cP, * ttm), 
Suu Te] E E a 1B) P Aa aE BA ee PI h BOS. 12 和 引 理 3, 13 证 明 具 
要 适当 选取 o> 0. RA 
Wam) + Plt nt) 20 
TE ERY. AAW GDM tom AES 3.2 对 几乎 所 有 的 
me F SQ4ED BUR. A Wm SUL P AR mC F FED UR 
TS. MER ymm APRA me F ED eK mR F 
零 , 从 面 u(t en) SL EAA BY mE F FED Ee. FU Ee 
论 对 所 有 可 列 的 下。vs 成 立 , 因 而 对 几乎 每 个 $ 中 的 点 um) HR 
EHHE. 于 是 定理 得 证 . | 


§ 3.2 Grand KAŽ 


Grand 极 大 陋 数 在 欧 氏 空 疗 的 调和 分 析 中 ,特别 在 H 空间 的 
原子 分 解 结构 理论 中 , 赵 着 重要 的 作用 ， 

对 紧 致 齐 性 空间 对 ,由 第 2 章 $$2.2 节 中 的 Poisson RAZ 
式 , 首 先 可 建立 起 中 心 Grand 极 太 函数 .进一步 ,通过 对 中 心 核 卫 
H 兵 ?(m) 的 分 解 , 即 本 节 中 的 定理 3.6, 提 供 了 建立 一 般 的 Grand 
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BARRAR PTE, EAR E Riemann 流 形 也 同样 适 
H. 
3.2.1 中心 Grand BK RR 
设 S b ERY Weyl 群 不 变 的 C“ 速 降 男 数 全 体 组 成 的 通 
WAS 根据 第 2 章 52.2 的 定理 2.5,; 可 定义 映射 
HS + CP(G), $— H,(#). 

而 由 第 1 章 的 引 理 1.2, 叉 定义 了 映射 

H Cr > CFM), fF— O. 
容易 验证 了 ,与 i HENS, AO, 可 延 拓 为 从 LI? pal 
L(G) PIBES. 

定 光 3.6 设 5109) 是 上 Weyl ETER CORMARAEK 
组 成 的 函数 空间 ,S'CMD) 是 C™” CQM) 上 广 闵 函数 全 体 组 成 的 广义 孙 
数 空 间 . 对 每 一 个 SE SHA tO, N 
BR) = rO, g = dimh. 

并 记 

K” (m) = K?(m) = H, Ht) Gn), 

K? Gn) = H, > H, ®,) Gn), 
刚 对 每 个 SES DAE 了 ES'(M) 如 下 的 极 大 函数 : 

$i (Nm) = sup { |K «x fGm)|}, 


bs (f) Gn) = Sup {|K?# fini}, 


tat E Pim 
fm) sup ( [KP x fn) | 
nE Mf 0 


HP A> 0, D+) PRY © te LK BK. 
Foe PAR He eae ENF: 
E37 BKK 为 
Ki, = { 下 ?GCC 入 ESr09) |} Olly <1}, 
HPR n=dimG.g=dimb=rankG, HY || @ || x 定义 为 


ewl} 


， a 
COET f 


lels = sup fat apa 


p 
AE, |Ma gine ld 
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则 对 ES (Mf BR Grand RARMRM S ERMA 
finlm) = sup {BS Cf) Cm)}, 
KT EKS, 


其 中 KK? Al O35 eM 3. 6 AM. 

i p=T,. CAD 一 Ta 由 第 1 章 81.3 中 的 (1.58) 式 给 出 ， 
一 ditma . FE p FY fA EE RE MIT X Cy AME 
一 的 表示 ; 

A = eX, + eM, toe 十 xX, (3. 93) 

定义 3.8 HWA CPHe RHR mEM A)R HRR ERI A 
BE, M24 XEON, HEG. 93) hae KT o€ MCR me M) AHS MI HK 
坐标 系 , 对 a= Cay a) Zid 


a \* ag 47 gd “z a \% 
A = H Ea (55) 
HEH X 3. ODA. A 


IEF F) Gn) = [35] AP m expX +a) 


ox 


Aan} 


对 fEC°C(M), EN 


nite gue lll“) 


如 同 在 欧 氏 空间 中 一 样 ,有 引 理 如 下 : 
引 理 3. 14 i AmE M 上 的 Abel- RH, WEET 
[1; 十 2) 上 的 C" 速 降 实 值 画 数 (3), 它 唯一 决定 一 个 YE S106)， 


适合 [pdh = 1, 且 有 下 式 成 立 ， 
Km) = | $C) AaGmdds, 
由 此 可 得 :对 任意 的 FES AOA 
gi (Pom) < |" go [dst on) 


成 立 . 
BI 3. 14 的 证 明 同文 献 L4] 中 的 证 表 相 似 , 这 里 从 略 . 
由 非 切 向 极 大 函数 的 定义 可 得 如 下 引 理 ， 
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R, = sup (dim.n)}, 


eM 
则 可 得 对 任 一 TES (MA fE— nO M.A FRR: 
PSC) Gn) = |P,« o jt be Ron © M; 
ASCP) Cm) & JA fn) |t Reon E€ M; 
DSD Om) > IK? « Jl > Ron € M. 
[ra] BG SF A PASEA C RRL D m FE: 
513. 16 B DESH), [Odh =1,0< p<oo, A>I/p. 


i=dimM. PB JES (M) PSDA RODS ÆN 3.6 中 所 述 相 
H. ADSD ELM), MOA DONDEL CM), BEER KMF 
M H pRMiERC,. tË 

| IPN, SC, OY Il, 
成 立 . 

证 明 记 有 (at 是 以 EU 为 中 心 . 半 径 为 上 的 测 地 球 , 由 定 
SaB — BW ce Bin OHA 

| KP « f(a) |< BSA (x) 

成 立 , 又 因为 Bin, dD CBim,d n,n) +), UB 


[KP ef) SB DI B30 C2) dz. 


在 上 式 中 取 5 一 i/4， 则 5<p， 再 取 a 一 p/5， 则 a>1， H 
(PSY E LCM). M PWE Bon DWAR | Boar) | 适合 
Cr |Bm )|SCrr HPC, FC, ERRET M 的 正 数 . 由 
(3. 15) RAE M4 dim, <t EER MAIER Cs 
使 


i 
|K? x fin) |? <a San +e HLE CF) On). 


对 上 式 加 以 变形 , 则 与 殉 拱 空间 相似 ,由 HL 极 大 函数 的 性 质 就 证 
明了 引 理 ， I 
5183.17 设 9F 是 引 理 3.14 中 定义 的 函数 , 则 对 一 切 f.E 
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CMO (> OAIEAR NFER pe o A ge ECP CM) Os 
<1, 18 


(1) 三 (mm 一 | K? x 6 Cm)ds 
a 
= f Ki «7 Gn)ds; 
[É] 
《之 》 | |B? Cd | dems"? WF Was 


(3) | jp? Cm) [dm se Cs™ folly; 
证 明 ”考虑 积分 


N+ 
I= (— pr eol A ‘(KE Sees sK | ¥ fds, 
tt 


其 中 Kia x KEE N12 PKL GOR, RRRS 


2 上 ”Ke 


= 5 CRE |Z) K a | 


lJ |= +1 ds 


£¢5)T0.1] EK Come, BGS 24 O< 8S HT ECS) =s"/N}; 


Bo <s<l OCEN EOOH k BER EGEA 部 (1) 
=0,k=0,1; =, N41. 

对 了 关于 积分 变 元 分 部 积分 N+. OS 2 ES 2.3 中 的 
定理 2.9 可 得 


三 (mm 一 了 了 一 [eo Ke eee y KE x f Gadds 


= (xs, * HI On)ds, 
Ç 
其 中 
Aim) 
= — ENED CS) (KE x e x KE) xf 
十 (一 1 人 DECs) > Cc (局 age Hours ¥# o) oK: ] x f ` 
y i as Hi ne é 


[= Ati as 


§3.2 Grand RKBK 271 
式 中 J= E p" TETEP Egy + [F | = fyb + pve 


注意 到 4,(m) 适 合 微分 方程 
可 1 — 
| A +A A 三 0， 


其 中 了 是 恒 等 算 子 ,4 是 AM LA Laplace-Beltrami 算 子 .再 由 引 理 
3.14 就 有 


=+ (dèl — ay { [yer dat Aaa Gm ydx 
l 


= lI — AD R (Gm)}. 
AA KiaGn E M EAS 72 
FE, 一 Kt, «on x KE, 
是 N 十 1 个 Ks 的 着 积 ， 
ROm = >) CKb «0 ¥ Kf Gm), 


oR 
就 得 到 了 
H (m) = — END (s)F? x fm) 
十 《一 PY unn ERE, 
x {El 一 ATH f, hen). 
AN 为 正 奇 数 ,5181: 一 人 zt 是 M LA COM RO A 
f ,结合 SCS ES 
| HS Gm) SEE fm)| + >, CesMavt! 


lal +1 


Ek 
HC, EB MA N REE. 

对 (3. 94) 式 积分 , 当 Arl Rae. Atl 时 取 ul, 
就 证 明了 引 理 . 但 是 更 有 用 的 还 是 3. 94) 式 ， | 

还 需 指出 的 是 , 引 理 3, 17 中 的 N 为 正 奇数 的 限制 是 可 以 到 


x | RE» (3. 94) 
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消 的 ,特别 在 讨论 由 以 下 的 定义 3, 12 定义 的 Grand 极 大 函数 时 ， 
只 需 将 引 理 的 结论 稍 作 改变 即 可 .但 在 此 并 不 需要 它 . 

其 次 要 指出 的 是 ,将 引 理 3.17 中 的 KP Gnd PBA OP Gnd KR 
4 代替 时 , 引 理 仍然 成 立 ， 

引 理 3.18 设 F 是 引 理 3.14 定 义 的 省 数 , 则 对 任 一 了 人 
SANAE- IE BRN AEB RAW NA+ lL PERKS 
TE MAER N 的 正 数 忆 ,使 得 

finQn) SECANO Wm). 
证 明 由 引 理 3.17 可 得 


K? « finm) 一 | xe * A? « Pindds 
p 
= [HO «(Kt f) nds 


l 
= | | HUOT + oK? 
tw iv 


x fC p(n) © ydyds. 
在 上 式 中 ,因为 KK? 是 中 心 函数 ;从 而 A) on AED BK. 由 第 
1i 章 $1.5 中 的 着 积 定 义 并 作 变量 置 换 , 就 可 得 到 上 式 最 后 一 个 等 
式 ， 
当 dim n) < 时 ,由 上 式 可 得 
[KP * FC) | 


1 
LENS [HE | 
a A 
x Sem o. y) 二 Zs dyds 


SCIE wD Gn). 
EES 时 取 & 二 1, 用 引 理 3.17 POKA, 
当 O<te<tl] 时 ,; 取 x 一 t+,; 用 引 理 3.17 中 2) 的 生计 方法 ,并 由 
dGn,pCry) = dO0,Y) + dim ny, 
再 用 定理 3. 3 和 定理 3, 6 来 计算 导数 ,其 可 得 到 最 后 的 不 等 式 ,其 
P l 的 估计 要 用 到 后 面 的 (3. DR. 
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由 《3. 107) 式 即 得 到 对 任意 的 CES. 
POO aC | E lh ge On). 

这 就 证 明了 引 理 . | 
3.2.2 核 函 数 Kr Cm) 的 分 解 

ERATZA M 上 ,对 于 由 定义 3.6 定 义 的 核 凋 数 KP Gn) 
以 及 其 各 阶 偏 导数 的 值 的 估计 是 很 重要 的 . 这 一 估计 导致 了 核 诅 
数 Kr OME- PRR ERR BST 天" 的 主要 部 分 ,也 给 出 
了 构造 核 函 数 的 更 一 般 的 方法 . 

定理 3.6 PES) Kim WHE 3.6 EM UKE Cm) 
具有 如 下 的 分 解 : 


K?(m) = Dalm) + D DOn), 
kw] 


它 具 有 下 述 性 质 : 
C1) 对 衣 一 051 0 BH M EB CRPG. 
(2) R$ R=1,2.-* mo Bi Om) BA FS eT: 
WEll < Crate) |F | we 
I*l—1 
Sop, [| Ea Pa| m) | 
<= Cya(t) [| Pll xs 
EPID Ia 由 定义 3.7 定义 ,Bw 及 | so] 由 定义 3.8 定 
X aC Z, é=dimM, 4 Ors fF aCe) =t; 134 tc 1 Had) 
L/t.Cy (RMF MN M bo EP be 是 适当 小 的 正 数 . 
(3) Bme supp, CBC. 35), HFE MA N 
定 的 正 数 By, tE a€ Zi, lal <N 时 ， 


(Bee 


< Byt/(? + do ym) yI HHD 
对 一 切 me M RL. 
证 明 ASEH OAR No 是 定义 3. 8 中 的 
p iy Kam. Hic Bio.) Wp PLO WL BEA r HR. 置 
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ro = sup{B(0.r) CN,}. 


再 设 M=G/K,DWQEGCGHAZ1IDKREL HRM. BOr EG 
的 李 代 数 0 的 Cartan FRA OW O APL. 半径 为 > 的 球 ， 
QO b-5 EM 3. 2 证 明 中 的 @ 相 同 . 令 

m= sup{ BO sr) — Q,D,.Ch) 在 


BO.) 上 恒 不 为 零 }. 
取 定 理 中 的 b 适合 


0 < ba << min {gror} (3. 95) 


根据 定义 3.6 和 定理 2.5, 考 虚 下 面 定 义 在 8 的 Cartan FR 
5 上 的 Weyl 群 不 变 的 函数 , 它 也 是 G 上 的 中 心 函 数 D)o) 
TE G HJ Cartan 了 于 群 本 二 expb 上 限制 所 得 的 本 上 的 中 心 活 数 
I, (®,)(exph) 


= B,D) P 


ae A 


F. 中 | (a +h)D(a 十 hy? 


= B > va + kD lat hy. (3. 96) 
at A 


HE Eat DESO), PD .P| A Dh), D (hh (2. 18) 


AEX a= dimG, g=rankG, 
Phd = Dh, Wh) = Fh, 


g 
更 (下 ) 一 (P| 2 | O/P). 


i F hG. DRAH teme =G HAT, 
ti = exph,;, hi, E OMBO, 2b,), 

Hoch i= 1,250, NEL j=1:2, sm. 则 适当 的 选取 人 65) 可 使 之 
适合 ， 

(a) ity 1,2. N4+1;j=1,2,.m $52 Weyl 群 不 变 的 
THAY. 

(b) 设 了 C4,) 如 定理 3. 2 的 证 明 中 所 定义 , 则 有 

þik) = Dlha). jk = 1,240" om. 
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Cc) 对 ISSN dimb (4, 21, REE Ohh. ER l 
h;, (36, H D= 0 BY. A DAO TG u) A u | 2b. 

cd) It f=N+1,24 [A—A,, 3, Of DADO. 

Ce) {Ble 2b) ,BU 26) i= 1,2 NEL; fds 2,0 sem, } 
Win ST. 

CE) aot,) 若 等 于 某 个 h EW, XR AR b, =h. 

#6 HG. IDARE, I Ors, EMT LMC RHR 
ay Or 2) 4 


Oy E di,e) = r; 


Bri) = Jo << Borst) <l, Ë Or < dae) < Žr, 


1, #dr,e) <& Fr. 
再 用 OTOT EA CRRI 
Gt) = byt), 84) = Ob 3t5't), 
其 中 j= 二 1y2. myiK li2ee N+1 AE 


A+ 和 | 


At} = Ot) 十 Dy DG); 


i=] y=] 


A(t) = 8,02) /8), 

9,0) = 2,0) /@@), 
其 中 j=1,2,. mf = 1,250 N+. Dl 

{992} MAE = 1,250 pi = 1,2. N +1} 
AET ERT 1 的 分 解 . 
it, ==exphijsfls2.° emf 1.2.°° YN 十 1; 且 适合 AE 

QO SEERA ES A, ,使 得 exph 等 于 同一 个 2,6. A 
只 取 定 其 中 一 个 hy 4 i=e Bt, MR A=0. EX G EA C” RRR 
(exph),， 若 | 一 上 ,| < 38; 
0, t |A — Al 之 34, 
EP ae Ay j=1,;2 smsi = 0 ln N41, m m0 R R 
ma =1, 3¢R 8, Cexph) =b (exph). BE 


6 Ca + A} -4 
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Va + h= Ola t+ h)/OCexpla + A)) 


mar 


= @,fa+h)/@lexpaé), (3. 97) 
其 中 f= 1,250, 3i= 0,160 N41. 
应 用 定理 3.2 证 明 中 的 (3. 26}) 式 至 (3. 34? 式 中 的 记号 ,并 将 
各 式 中 的 A, 取 为 站 一 天 特别 将 (3. 32) 式 中 的 ORAM BH 
P(A), (3. 98) 式 可 表示 成 


Nei "i 


HB) Cexph) = >) >) u Cexph HT, (®,) (exph) 


7=1 gel 
Ney ™, 


= >) > F(t, ;exph), (3. 98) 
l 


To 了 一 
其 中 Wor (2) =M lt)» fn) Es e Æ GEEZIJIL: 
F, (t exp) 


一 Elah) ， 
=B, 2) WEA + hte), (8.99) 


GAA, tyte 由 (3.27) 式 所 定义 ,以 及 有 
gala + hty rT) 
= F, (a + hp; ty t+ DA la + hysy,2z)D 2). 
(3. 100) 
WER 1 $1.3 的 1.3.1 a g= bpo bo 是 9 的 中 
C0" E o 的 半 单 紧 致 子 代数 . 再 设 G' E 9! 对 应 的 单 连通 的 半 单 紧 
致 李 群 ,GG 一 To XG -&a&p 是 紧 致 通用 覆盖 群 , 则 存在 G 的 中 心 
ZLG' PIF BZ ,使 得 G=G/Z.3-18 T—exph BG A — 4 Cartan 
子 群 . 再 设 Ay atk; ,根据 (3. 72) 式 和 定义 3.4 MA, AL FE 
AUD EF 1g CA) = 50.002 Chi) Gr Chi) = ERP, Ch, FE C AY MT 
应 于 020A.) T E Ete Ee EA CA) BRE 92 CA, Cartan 
子 代 数 TCA) = exp Ch) 是 G24, RI — A Cartan FH. 次 设 休 
=T XTi) TER T 的 不 可 约 本 表示 的 权 的 集合 . 设 > 十 = 
Ebr ED sy Ebh) t expr ET: hi,) expyET 定义 了 上 的 
函数 
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apla + A,,;expyexpz) 
7 {ne +A’ bD (2) a ly 2 <0 38; 
” 【0, 其 他 情形 ， 
(3, 101) 
网 ei; (a+h,,sexpyexpr) E T Fah CR, AF z TE Weyl F 
W (h(E PY. Bil FR Fourier RH, 
œ (a hexpyexpe) 
一 `> Cet y Cexpz DD, (2), (3. 102) 


pe Tae GAL) 
其 中 4 (cE Gh, BHAA BAR OEE... 由 此 可 得 
A expla +y + 2)) gia + Aysysz) 
= æ; la + h ;expyexpz)D,(2)—? 
= > Cyer Xlexpz), |y + 2] < 3b. (3.103) 
Aap 


容易 看 到 , (3. 102) 式 的 等 号 右面 是 了 上 的 C” 函数 的 多 午 
Fourier BR. 它 关 于 了 BAR Cee) ECW Fourier 系 
数 是 C,,, 它 关于 了 的 其 余 的 权 的 Fourier 系数 是 零 . 由 此 可 得 
(3.10) RSI t+ SRA RRS AAT ECR 
数 . MAA OCexpa eT FH. Ho ERIE Co mR, h 
(3. 103) 式 就 可 得 到 ,看 作 y 十 zEb EW OM, gi, ath y zd B 


上 的 CR ERR b MAR yte <b, 之 中 . 这 就 表明 


了 Ada this ysz)DiCe) Elyte] <2, ER C~ 的 . 如 改变 前 
E On me, EMA HK A Roe. 由 此 可 得 ,在 区 域 
lyte] <3 E Ala thyry n) D(a thE CR. 
MEH h= yter, hi. 28) 式 可 得 
Dh) = D; + 2) = Dy). 
面 由 (3. DRTE AlS 上 POD RAS, Ae 
C™ 的 . AmE yte l3 时， 
Ala + hyse) Pilay + £2 
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= Ala t+ hry TI)P (te) 7! 
关于 ye 是 CC 的 ,由 此 又 可 得 


A 


— ™ 4 
Ea {Aka + Avs v,2hP (2) } 


在 h= ytz yE bh ze bth, KF y、z BC MRR. A 

此 ,可 用 定理 3. 4 的 证 明 中 ;从 (3.85) 式 到 (3. 88) 式 的 证 明 方 法 进 

行 居 计 ;从 而 得 到 
a 


| | A {A,Ca + hasy) P(e) } 


i og 4% a _ 
一 一 一 一 一 一 TENE | 
Sd, EMEA IEAk Ce) 


| | 之 二 十 了 
Kathy ty +2], (3. 104) 


Ettom.aeZi,k=|ml|o5 为 P GORRE ze) yE 
bth: + h= yte sd FEAR tik Hi G.A $ po sh sebna RI W B XT 
适当 取 定 的 By Byatt? ÓN ; 则 可 认为 da AK HIT C Al k. 
由 点 ,和 访 的 取 法 又 可 得 到 ,存在 仅 依 赖 于 G AJER C MC: 
以 及 与 页 6w+ 取 法 有 关 的 正 数 加, 使 下 去 成 立 : 
Cila] & ja +A, + A| CCLlal ,.AoKFa € A, |A| & 3S; 
Cibe = | Fis, + h| C1655 A, 天 Ü, |A | <= 35; 3 
% = min felh; + A) a E Bt, |A| S 3b} > 6. 
1 jm i 
Lie + 1 
(3. 105} 
FY (3. 104) RAM (3. 105) 式 就 得 到 , 当 ath H.R ERY 
boboto one A 


(| a “Ta + h, + Pa) I} eh) | 


二 一 去 19 一 人 


Byt || Bel , 
E ati, 0t]; 
一 去 tmH9) 一 1 一 + 一 去 tn 一 91 


Bt || 2 Ilas Fo ‘ 
#Fa—0,4,A70,0<ti, 


(3. 106) 
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HP mez, k= lal, B RTF CH 2. BEARER pEb» 
| © |] eM 3.7 给 出 . 
W o>] 时 ,由 HBO Fourier 级 数 可 得 


| 7] UCB) (exph)} 


=|>> 6 eat 5) ,| A (XCexph)} | 


ie? 
< D| Ê a+ edat l| 
ice 
= p> | P GA HENDIG} 
ace 
di 
~ A + |t 
= || © | (1+ > Em 
= GNS, (3. 107) 


其 中 C, ERRAT GAA EWR, OB © E$ LAY Fourier 变 
th. 

H (3. 98). (3. 96), (3. 106) 和 (3. 107) 式 可 得 : 

ci) 当 ze 时 


| al F.C, ;exph) |< az) A, lE ila 


其 中 A, ERRET GA IER aE +0) tAE AS 
Ql AY a(t, BM aS ; 
Cii) 当 声 二 e 时 
Flesexph) = Bpo (hp (h/t) D(A)! + FCeyexph) 


fa > ， Ela, 0) 
ee ota E ACO |W ta, 0) [fata 
HŽ 


| | A "F,(eyexph) |< aA Bl 
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Gii FCeyexph) 是 G LC? RRDREA. BS 
F {tsexph) = wit SOF Koti) seXph)s 
iW | oH 


U F Geh ET LCM DRM,.AA FAR: 
HC ) (exph) = Bipa CAG DD O 
+ STF (ty sexph) s 
i=0 7=1 
Civ) B do lo) fy Caw 
Pot) = Bid (AeA) /OD hlr), 
poate) = Fl sexph lr)), 
其 中 j=1,2y my F=O,]l sees N+1; r= yexphir)y |. Ol 
PoC gy Goze G EC HR Ftp Rt. 4 p OERA 
为 pl k= 1,2,¢ ,m0. AE 
Pym) = Hahn), & = Gols sto» 
就 得 到 了 定理 中 的 (1). 再 像 定 理 3. 2 中 的 证 明 一 样 计算 ,Cm) 
的 偏 导数 ,利用 (3. 1067 和 (3. 10?7) 式 的 估计 ,就 得 到 了 定理 中 的 
《2) 和 (3), 这 就 证 明了 定理 . | 
定理 3.6 实际 上 提供 了 在 紧 致 齐 性 空间 村上 构造 更 一 般 的 
核 沙 数 的 方法 , 它 由 下 面 的 定义 3.,9 给 出 ， 
定义 3.9 RPO, pim) ,Jw (Cm)) 是 MM 上 的 一 个 1 的 
SP HR obo 由 (3. 95)? 式 定义 , 且 ane: 
G) supp CB] 0,2] ,并 记 m =0: 
Qi) suppy,C Bm, bod Co smt) 265+ 
k=1,2,..…, No; 
Citi) WEC”"CM),.2=0,1,°,No. AŚ dlo.m) 2b, 时 ,有 
7, (mi )=1. 
再 设 SOp) dé p 上 的 C 速 降 范 数 全 体 组 成 的 艾 数 空间 ,其 中 
pH L 81.3 P. SOA AE. ESP) k=l, 0, 
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Nos > 

POX) = tB, 
FEA XE pe 0,/=—dimM. Bik P= (Pi, ®t By P= (Dy 
Bi Oy DO FHSAA DDES A X,E PHS |X| S 
Pho ,大 一 1 se Nos M Xp =O ,exp Xi = mo Ee 

KR (m) = Re Cm,expY +a) 

= Mim, + expY + o)®,.CX, + Y), 
再 定义 

RR?(m) = SR” (m), 


则 对 一 切 >, KPC + EC Gn), HRA 
BPE Spot! + RK?) E CM) 

是 SCp)vof+I 到 Cd 的 满 射 . 即 对 任 一 EC GD), 必 存 在 一 个 
年 所 5 人 pw+l， 使 得 GO = K? Omit — t mE M mR. 其 中 
m, 7 expY + o= plm) * expY +o. 

下 面 建立 对 上 的 一 种 新 的 画 数 运算 ， 

£3.10 R /gELIM): F 

Teim) = | Sen nd gaddn, 
Wee T LUDER — HRR CE 
FO glo) = | Sodedaddn. 


引 理 3.19 ik fee LOM). SOc LM). HEX 3. 101E 
Maz AD MA ECM) 2 ES CD 的 情形 ， 

证 明 ”首先 定义 LCM) 到 LCM) 中 的 映射 广 * 产 适 合 FO) 
= fipa)! + 0); 对 一 切 nEM 成 立 .由 第 1 章 31.3 的 (1,71) 式 
HA. TDT E dn=dt p(n) 0) AE FELD FELD) 
是 等 价 的 , 这 就 可 得 到 


| I/O gim) [dm 
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< | | lL fC pm) +n] + |g |dadm 

MJ At 

= | | | F Ota) em) |d | gin) | dz 
MJM 


= f 7 Cm) ldm| lg ld» = fie la. 


当 FEC” (MT ik F BY Fourier 级 数 是 
Fim) = Si dite A Tin), 


Ah 
AE M 


并 记 g 的 Fourier RRA 
gim) ~ ` dirc 2,1 ,0m)), 


Fh 
Ac M 


则 可 得 
FO gmd = SadTr( FU pom)y 全 人) 


iE M 
AL ERs ESOPE Am Gg a E 
C°(M) gE S AOR TE. | 
a| 3.20 i £SECT(M).gEC™(M).ACS'(M) WFE 
VW: 
(fg) Qhtm) = Of rh) gpm) +0), 
其 中 fGn)=f(p0n)—'+o) Mt — Hl mE M 成 立 , 且 ECFY (CM) 和 


FECT ORSHM. 
通过 对 积分 的 具体 计算 就 可 证 明 此 引 理 ， 
定义 3.11 RESM PES Cp) WM Reon hE 
3.9 所 定义 . ERAKAR SNM BINA 
Bm)= sup (E 0 ft}, 


iE Pim 
Bi m= sup{|K? @ fm) |}. 
BEC’ ODN FA KN 为 
= (RP E CM), D E S~t Oy <1}, 
式 中 知 记 /=dimM, NA 
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可 
sup ' 
je le ke Poke 


Illy = | FAKA (XWA + |X| pete 
jy) 是 9 关于 欧 氏 坐标 (y,,…,y) 的 偏 微分 算 


d y 
EP mEZ,, 
F. 

EX 3.12 R JES M) DS NA 5 ( 门 分 别 由 定义 3.6 和 
E3. 114 h. EX fF BPP Grand RAR S 为 

fim) = te tee. { Cf) Cn) ,BS Cf Gm) ) 

Grand AKAR fe Ow 5 PLR Grand MAK BRS Gnd A 
以 下 关系 : 

EEI 7 设 AES (MM) fix fx 分 别 由 定 儿 3.7 和 定义 
3.11 给 出 , 则 对 一 切 的 p 计 0 和 一 切 的 AES M), Son E LACM AY 
充分 必要 条 忻 是 记 EI:CMD), 且 有 下 式 成 立 ; 

Finin) = tx Cm) + 
fell, Cll owls» 
EP C, 是 仅 依 赖 于 空间 M. p FE BR N 的 正常 数 . 
WEAR BP Sin Gn SS hs Gn). AEM EE. A 


tt 天 sa ,由 引 理 3.17 和 引 理 3. 2007 8 
REQ f(n)= (cx, * HO) Q f(nyds 


— [ks tA OHL + adds 


ff (KE x Pp)» w HE Cw dwis. 
oJ AY 


由 上 式 可 得 , 当 dimene 时 
LK? © fla) | 
KLAL) fE dims p(n) + w) + us)? 


Hs 
x bE? w) | dreds. 
其 中 p 353. 14s a o K! wee. MT KP 
天 ?一 天 8 
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在 上 式 中 当 OR eo =1,290<e CR 4 二 ,用 引 理 3. 17 
的 证 明 中 相似 的 估计 方法 即 可 得 到 当 取 N 实 4 十 1 时 ,有 
[KP x Fa) | CPI On). 
IE BIRTE— 站 ?EK%, 有 
P om) L Ch On). 

由 引 理 3.18 和 定义 3. 12 便 得 到 

fu(m) L CAO Um). 
再 出 引 理 3. 16, 就 得 到 当 fo.wEL*CM) 时 ,有 

ful, SCM fowl,» 

于 是 完成 了 定理 的 证 明 . | 


§ 3.3 Hr? (M) 的 原子 分 解 结构 


在 本 节 中 ,讨论 HG 的 原子 分 解 结构 BRERA TER.: 

定理 3.8 Bocpcicgxco, pg, se y 571] leat 
负 整 数 , 其 中 一 dimM, 则 HEMO =H M>). A 

| Fee ~ UF bly. 

定理 3. 8 的 证 明 需 要 以 下 的 准备 : 

引 理 3.21 i eK? 由 引 理 3. LEX p ot. G AE M3. Oe 
x. Mik fES (MM) 0< pit oo. & gi CO EL*CM). BM BCE 
Lr*CM), 且 存在 仅 依 赖 于 p 和 M 的 正 数 C,, 使 得 

le (PI, = Cde GOH. 
WA 设 A >o AREER, S 


uial) Cm) 
A 
dim, Secs | IKE * J (n) f+ | | 
th aO im) 
A r 1 
se mod | |K? f(a) i+ = Fre mn) 十 ; ' 
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Ue att Om) 
= sup {aw v Kr No E] L, 
Heo M 上 的 梯度 算 子 ,| |H M EA Riemann 度量 定 


SKA 
| wl = eC. woz, f ECM); 
a =t EOS Ros at) 2R.. Gt Ro» RoW FBS, SAM 
ai) it Co RY. 
容易 验证 uta OMS et (lm) 及 
limu a lm) = (mn) a, e. 
由 Fatou 引 理 ,只 需 证 明 对 任意 的 e>>0 有 下 式 成 立 : 
hesa Dll SC Ile CO. 
AA FES CMO, Mine A 和 8, 使 得 
Tr( A ft < BA + [A +è, 
其 中 于 前 Fourier BRE 
f= D AT FTilm)). 


lew 
因此 可 取 A 为 正 偶数 ,使 得 
[KP « fOr |< C INKY il. 
< Cr tiela, 
因而 wia CD EL?COD NL” CM). 
与 引 理 3. 16 和 引 理 3. 18 的 证 明 相 同 ,可 得 
tea lND Gn) = Cub Um), 
hangs Me S Clea Il,» 
其 中 常数 C.Cy LRM T MMENS NA+. 


而 由 定理 3. 6 及 定义 3. 8 中 定义 的 M LARA {5 | 在 局 


部 坐标 系 中 都 是 C” 的 ,可 记 
Kim) = 2@,,(m), 


(3. 108) 
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suppg, C B| mas 500 ’ 
CVG...) Gi) 
a | a | | 
一 pao (nds gPa (m) | + 
其 中 /二 dimM. 再 用 引 理 3. 17 来 表示 每 个 | 和 多 | (m), 可 得 到 当 
dimn) < a 


att) 


了 «foo Fe | 


Mia Dff ae | Hi kp Cy) o) | 


fhm pin) * y) + 5) dydkds 


< ee | att)s*| H RPO + 0) | 
d(a,k 。 2? Ti 


| dydkds. 
SH RESIDE IER A mn yEM A 
dim, pin)» y) 
< dim, pim) + y) +dilpim) + y, pin) + y) 
= dim, pim y) + dim.n) 
=d(o,y) + dimu), 


día, y) = dto,k > y) = dlo, kpiy) +0) 
若 yE Bl, 3h). 


fo] 


i Dra s E atr) =f} 当 i> RRR u 一 j ratz) = 
+1,A>1/p. SER 
f 
sup jac) ee 
giz EI des d E + E 
= Cu ach} Gn), 


2Ro ,用 (3.94) 式 估计 ,对 站 :又 求 了 一 次 导 , 取 AE RK NA 
其 中 己 也 反 依 赖 于 M 和 p. 由 此 即 得 
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Uža Dn) = Ci, CS) Cd. (3. 109) 
H Et 
E, = {m €E MUta Om) = Cyl Ct }, 
FE E= MVE... C3. 108) F103. 109) Ra 


fa Cue amn) dm 
< <a, (UEa Gn) ydm 
< Z| UO ndm 
< | ta ndm 


OS 
< = (iy. a(foCm)})*dm 


= | Ceca Sm) Mdm, 
Rie SEK RP MA p AERC. 的 取 法 ,并 得 到 
| aia (m))’dm <2 | (uta P) Cn) Pde. 


Bets POA SM EP mek, FE Gn) ,适合 don 
tt; 及 由 引 理 3.15 可 取 到 i,<<<R。 ,使 得 


A 1. 
IKRASI Hp > qual Dom), 
市 由 me EE,, 刚 有 有 当 dim,2) to , 


-A 
att) || VEKE * OWS E tea LD On). 


RHEE dim o) t e M 有 
all PERKE # NEA E CK? a 


由 此 可 得 当 WE Bm tN Bn to/ 2C A 
ow n) 


lied 
ti te 


IK? x fW) — Kt x fa) |<“ oa WOKE * A 
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<$ IK fG. 
因此 有 


pi (OWS IKE x FWO | SAKE faa | 


i 
2 
= sui at J Cn}. 


Ror p, 可 得 
(HL gt (O) On) 


(ot (NCW dW 


= Bem ,to) Bim tIN Bin/ Zea) IKI, * IW) “dw 
a Cle Cf) Cm). (3. 110) 
B HAH dimn) t A m F ERF M EX c;, 使 得 
Bim to (Bi .to/2e)F BOn s RS Eie 
[Bm sto) N BCR sto/2e) | 
| Bn ,ro) | 
Arap MMe (YELM) a= p/r>1. H AL 极 大 阔 数 的 
性 质 , 并 对 (3. 110) 式 积分 ,就 证 明了 本 引 理 ， [ 
引 理 3. 22 FES OAN. WA 
Ay Atm) = CHES) tm) 
成 立 , 其 中 多 和 K? 如 引 理 3. 14 Pate CURR M A a. 
证 在 引 理 3. 18 证 明 中 用 A(zm) 代 替 K On), HE3. 2 或 
定理 3, 6 计算 产生 4,(m) 的 下 的 导数 ,这 时 
@(h) = BOL 十 JADI, g 一 rankG. 
PAA. jC Ss] Fes. 18 的 证 明 一 样 ， 可 得 到 引 理 
3. 22. | 
引 理 3.23 i FES (M) cpat. E AOO ELM), 
则 有 AOOEL M). LAER KF M 和 p 的 正 数 C tE 
lA; OOl < CIAL GI. 


2 C3 > 0. (3.111) 
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证 由 引 理 3. 22、 引 理 3. 16.5] FES. 21 和 弛 理 3. 14 就 可 得 到 引 
理 3. 23, | 

定 愉 3.13 B Alm) M ER Abel — BR. ODE 
CIMES XAR EAREN ARE IB]. SP O<I pxoo, E 
Wesel ays, 

FircM) = (f € SM ,AV O E LM)). 

由 引 理 3. 14 至 引 理 3. 23 及 定理 3. 7 可 得 如 下 定理， 

定理 3.9 i$o, K? 由 引 理 3.14 定 头 ,Alm) 是 MM 上 的 Abel 一 
FE MAE Be oi BE SH th BS : 

D FERMD; 

2) fk EL NM); 

3) fon EL’ (M); 

49 pp (foe Lc); 

5) pL CIE LCM); 

6) D ELM); 

7) ASC PVE L?(M); 

8) AT CAE LCM). 

由 定理 3. 9 各 § 2. 3 的 推论 2.1 可 得 如 下 引 理 ， 

引 理 3. 24 1ps +e. M O= LM. 并 且 算 子 
Toff ESB DBA Ce PBS DNR. 

Pans H2""(M) 的 关系 , 则 有 如 下 定理 ; 

定理 3. 10 设 0<p<1<g<oo,pzg,s 一 [下 广 一 1] | 是 非 负 
整数 , 则 有 

Hr" (Mf) = Heim), 
且 有 
WF lace ~ WF ilar 

成 立 . BBLS ee = Ao Id. 

IBA AEM Ree CAD CEM). Eh PAY SIS. 25-54 
理 3. 26 组 成 . 
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引 理 3.25 0< plage, H p 了 qss AN 均 为 非 负 整 
žr, H. sf] 4-1) | Nees +1, 则 存在 仅 依赖 于 M kh PSN 


IER RC. — Ag ORT RASAT am) ,atm) 的 
Grand RRA ax TBS lar pac. 

由 引 理 3. 25 和 Heer OA ae MAB FSI. 

引 理 3. 26 假设 同 引 理 3. 25, 则 当 FE 五 UO. FES 
引 理 3. 25 相 同 的 正 数 C, 使 得 

| llae sS CUP lire. 
由 些 邑 得 
Hee (M) CAPM), 

5 | #83. 25 与 引 理 3. 26 的 证 明 与 欧 兵 空间 中 对 应 的 引 理 的 证 明 
相似 ,例如 可 见 文献 [4] 的 第 2 章 S 3 中 对 应 的 引 理 的 证 明 , 故 这 里 
AY) WE A A Bie. 

HiEWR RAR KA 

HMO CTC HEMO, 
还 需要 以 下 省 个 引 理 ,它们 的 证 明 也 与 欧 氏 空间 中 对 应 引 理 的 证 
明 相 似 , 故 在 此 也 从 略 , 读者 仍 可 从 文献 [4j 的 第 2 章 $ 3 中 找到 证 
明 的 方法 . 

引 理 3. 27CWhitney BMS) BOBRM PHS. WE 
《3.95) 式 的 定义 , 疗 二 M\0, 则 存在 点 列 {mym; 扎 人 和 数列 {ri ,+ 
>0} ,使 以 下 诸 结论 成 立 : 

(i) orir; 

(ii) A= U Bm: ri), B {B On r/e — I EAE FP 


测 地 球 列 ; 
GD X}—H] i, BOn,.18ro 1 = OS CSB); 


Civ) 对 一 其 ts 4 O<ri< irit, Bm, » 54r,) AEF SE 2.24 


-一 总 ro 时 ,存在 仅 依赖 于 M 的 正 数 A 21 ,使 Bim; odAr) BETI 


$3.3 H? (M) 的 原子 分 解 结构 291 
EF, 
Cv) FERRET MEERI 4。, 使 得 
Daren, r ON) = Ao, 


其 中 x%s 表示 M ATS E RE. 
设 OOO p tHARBRC RM. ECR FAEN: 
L IX| <1; 
a(X) -doz |X| 2 2; (3.112) 
Of AX S1LA I< [X| <2. 


xt SCH (M), HES. OF fA CLM). mi hs E3. 1507 
FFER Ci 0, fF PRR: 


C, = inf {fv Gn)} CRE SAO). (3. 113) 
因此 必 存 在 整数 如 ,使 得 
2tott > Cy 2 (3. 114) 
更 在 令 
2, = {m © M, from > F}, (3.115) 
及 
IE = MA. (3. 116) 


由 引 理 3. 27 ,对 每 个 kako FETE AP (emi } ALE BO A 7}, 使 得 引 理 
3.27 对 Q= 0, MI. 这 时 可 定义 M ay Co BPR 
; o OKI), A IXI < art; 
Bin) = GC pOn!) +» expX +o) = 的 HARE. 
(3.117) 
则 可 得 到 以 下 引 理 ，; 
引 | 理 3. 28 设 疡 (mp) 由 (3.117) 式 定义 , WA: 
Gi) supp ŽC Bn} .2r7); 
GD m=i, E mE Birt rt); 


GD LS ENKA mE. 
5/323.29 2 GOING. UDREX.* 
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Etn) = Om)! > lem), 
M E ECM), HA | 
CG) ORF Gn, D E Cm) = Xa, Cm) 5 
Gi) 知 mE Boni art/4) Hl Ag ml 
Gii) 设 | a | 由 定义 3. 8 定义 , 则 有 


sup Cale A 


| 

其 中 Cy ARAT NM 和 3. 112) 式 定义 的 ACY). 

引 理 3.30 简 记 B!=Bimisri), Bi =B Ont, 2r), WA 

O 车 PUNEA, M t ert, A ECBO, 18); 

GD 对 每 个 j, 至 多 有 ATi ER 

Br N BA. 

定义 3.14 HONG. OREM, IEIRA, 

ET Q (MOm FH Hilbert 空间 的 范 数 , 对 PEQUDS 


L 
2 


| | Pim) |E (Cm dam 
上 人 Gdm 


FF (ri =r r= 1,2,°.dim.,(M} A AL MOTELA 
范 数 ‖ 小 ,的 一 组 标准 正 交 基 ， 

引 理 3.31 Win EEX. UAE RRB 
TEE OES k, jor 均 无 关 的 正 数 Cr, ER 


a a 
cl Es n, J < Cr, 
„Ey r 9x m So 


WP = (P = - 


+ 


|EN, mE M 


将 (3. 112) 式 和 (3. 113) 式 过 在 形式 上 记 为 
|f om gm dm, 


sup C | A “Came | |< Cx. 


NA an S|: 
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引 理 3. 32 设 了 EECad), 关 5 加) 由 引 理 3. 29 定 义 , 则 对 每 个 
FEHOW) ,存在 唯一 的 Pon A PP GD RF OOM) fe Eg 
WB ERMD. A 


[m Pim QE Cm)dm = 0, 
以 及 适合 
| fm) — Pm) Qn Etna mdm 
= [PRM GnjQn Endna Y Q E OM). 
下 面 来 证 明 引 理 3. 32 中 的 PPG A PP Gn SS 


sup { LPitm>j} = 2, (3. 118) 
mHE i 
sup { JPR net tim) |} 2A, (3.119) 


其 中 C S kij 无 关 ， 

与 欧 氏 空间 不 同 的 是 ,在 欧 氏 空间 中 ,由 (3. 116) 式 定义 的 OQ, 
— SE RSS FE Se) GE LCR AR. 但 在 紧 致 齐 性 
空间 或 更 一 般 的 紧 致 Riemann 流 形 上 , 却 可 以 存在 某 个 整数 kos 
使 得 OQ, =M. 

注意 到 


Pion) = Dl | Form nydm] | Sm dm) rkm), 


(3. 120) 


MEI AS hors <r}< ir ERG. 120) 式 的 系 


数 . 4 AS ort. 3. 120) 式 中 的 被 积 函数 的 因子 可 定义 M 上 
的 CC” 函数 
PKP m) = lm) EU) [| Emam, (3. 121) 


ik & supp gE plz) T Bim 2r =B mi, r. SEERP 
BY 2 € 40244 OF EER, 是 存在 的 ); 由 引 理 3. 2785 iD RA 
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18 . 

100 

ENS. MRa Ln MTRS HREM Dok P k=l, 

2, No) supp BCRC: 2b.) ME pa yd om) > Wo: |X, | => 3A, 

(A=1,2.°°5N,) (8 

OY /b,}pmexpY «o>, Æ |Y) < 2h; 

O, #7 | 了 | > 24. 

AE 03. 97A, h EE LY D= D Sy AO, RENT 

K? im) ECC" (MGS 


d{z mi) = dla, plz) mt) > 184 2 — 


@ CX, + Y) = { 


其 中 gtm) 由 (3.121) 式 定义 . ARERKME MAN 的 正 数 
Ay APR 


IPs S Ax 


TC «EGC» fhe Con dan 
由 引 理 3. 3149 5/323. 29, 即 可 得 
[Px <Any 


其 中 Ay 由 前 一 式 给 出 ,Cw salma 3133 Hh aoe KRM MY 
TER tE 


N 


40011+ 1 
e) — = Cis 


ty 


Ay] | E Cmdm K 4'/ay. 


由 此 可 得 
| fmm) ndm | | mdm 
= | R? ep) mS ndm 
= K @ f(z). 
AFERU ce 可 得 


| 
| S rm (mam || | Eion yd | 
< BAA (2) S OU Sane) < XC, (3. 122) 
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My r<ir}, rJe a= 100r% frp ;有 联 一 点 zee Bmt SAD [E 这 
时 , 当 me p(e)!B (mt 2A BE REET. 
567, 2 
d(o ym) < d(zymi) + fri e 56r << 100 =< gros 


EN P= (Dt Pn ESM EA D =0, E=], 2, Na) 


T, ptzdexp Č “ol plz)exp Š "o|, 
Yo fo to 
A A 
2,| =| = 者 Fa < Ers 
HEES 


则 po Od, 都 定义 好 了 , 且 易 验证 
RoCp(lz) im) = (ri) Fr nd ， 


7X RB Bl 
| JOR, emam/|, Ei Cm dm 
M 


i 
ad | KECO im) S Cmdm rj JIR | smd 


106 
= _ ef, (mdm |R? Q f(z). 
对 上 式 用 与 (3. 122) 式 相同 的 方法 知 计 ,得 
|] Aonyx Came) &5om dba | L&C he | 
1. 190); 


ily 


< | KE @ £G) | < c. (3, 123) 


将 上 式 和 (3.122) 式 及 引 理 3, 341 用 于 (3. 120) 式 的 合计 ,就 得 
到 C3. 118) 式 成 立 . 
mA. 118) 式 及 其 证 明 方 法 以 及 


Pi (m) = Dll 一 py néeyrdm/ | Edm) x, 
就 可 证 明 (3. 119) 2 HA. 
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设 扣 由 《3.114) 式 定义 ,当天 一 如 时 , 取 一 点 mm EK. HER 
置 0; 为 
Sh, = Mimo} * 
WLA Fey uk BA Xt k =k tar. 对 EL IM) & 
gi = Sta — DUPE = DIS POR, 8.129 


b= fie + >) Pie. 
WE /一 8 8 ke ky. BA = (mo) EOMER TF Ae = 
0. 因此 ,由 引 理 3. 2789 CV OW bo On M FAC" RR, AA 
Jot Cm) |= | So Piet Cm) |< Ae DS) 0m) 


= C, 
即 (2%C9 Tbhtxm) 是 一 个 例外 原子 . 
又 因为 supp OCh, i 2, GA HE |, | 适合 
|| Cl |,/24)? + 0, ++ ov, 
由 此 可 得 
,lim gC) 一 0，a, ©, (3.125) 
引 理 3. 33 对 每 个 EZ 有 
> Pit Gn Et Gn) = 0. 


Epes” AKRE Pe. 
FY C3. 12430, (3. 125) 式 和 引 理 3. 33 , 记 
— git} 
= SF POB- Sf Phen 


= Of PDE SUF PEE 
= DF PDE- DU ~ PHOS — PR JEn 


= DS PHE DU PoE — Pre} 


和 
? 
j 
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= DM. 
就 可 得 
fiom) = Dlg n) — gH Om)) + bOn) 


此 一 如 


一 >) DOn) + bn), ace. 


ek, J 


易 见 sup phiC Bi, i A g3. 32 又 有 
| HRQ ndm = 0, YQ E QM), 


FB ey 63. 118903. IRR 
h= fëxe — Pret + ED PTEN 
i 


+ SUPE, 
以 及 ti1(m) 关 0 的 项 不 超 于 Ao 个 ,而 ELOADAS ION |< 
fwlm) ,可 得 
Atim | SBC), ace. 
By ak = 2°C, | BEY’, ah C0) 二 (Cm)/ 江 , 则 每 个 ai 都 是 一 个 
(pD ET HA 
DIRS CD | BE <C> 2 104 | 


2" ， 
S CZ jape | im: fnn) > a} |da 


< Cix 
成 立 . 这 就 证 明了 当 所 有 gp Omn, kokr TEH, HFE 
ADL? (MM) ,了 可 以 表示 成 


ea = > Malm) 十 pocom)， 
其 中 attm) 是 正则 的 Coco DRT bom) ERAT. ABS 
[à |? + Dy AI? < CIPS Il. 
而 当 了 适合 COLE mL, me M At, LEA FOR 
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分 解 式 仍然 成 立 . 这 时 必 有 EL CMI CL? (M), APE ER 2, > 
kos (89924 b> kg On) =0,4' On) =0, RI A AY AP) =0. 
但 上 面 的 结论 仍然 成 立 , 所 以 对 一 切 的 EB?CODNL CMD ,下 的 
原子 分 解 已 经 给 定 . 这 就 得 到 了 当 0< 记 和 1 时 ， 
LEID = HMO NM LEIM 五 (Ms) 
C Hes M). 
现在 因为 LCM fe APM) 0< ps 中 是 稠密 的 ,所 以 对 每 
T FEHEM , 必 寿 在 一 列 LL? CM Pa R 
falm) E LOM EE = 1,2, 
使 下 式 成 立 ， 
lf — filg > 0, &—~ co, 
AR AWA 


Wile < SU ae 


fav. 一 Filla SÚ 2-1 F llaes &=1,25*, 
否则 ,朱子 列 即 可 ,二 gF Sy, sg = fi fik >l „ 刚 


f= S g: 
在 HAD pa. AN 2 CHP OD)? (M). ATTA 
B, = > Aa, 
AA 
>, [Ak |? < Clelia, 
APC 5 k BRE SAPH a Ae.~ OA. AKA 
f 一 > Mat, 
H 
Diar < D Cleder < Cfi, (3. 126) 
HD SCA OADRA EHE” M). 这 就 证 明了 
Ae UM) C HEO (M C HECM). (3, 127) 
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由 引 理 3. 26, (3. 127) 式 和 (3. 126) 式 ,就 得 到 了 定理 . 于 是 完 
成 了 定理 3. 10 的 证 明 . I 

定理 3. SH ue aA Fee Al FARRAR. 

EM 3.15 设 P.Ga) A Gn) 4B M EB Poisson 核 与 
Abel- ŽE DES DHA Kim GEMS. 6 中 的 相同 ,ES' AD, 
ESO, se 

Pro(f Un) = sup {| P, * f(a) |}, 


itni E Pie, dcece 


Pim) = sup {|P,* fGn)/}, 
Cee iat 


Ag otf) Un) 一 sup (|P fn) |}, 
(inde Pim) oes 

A, ,(f)Gm) = sup {|A, * FG) }}, 
arene 

Pio (im) = sup {|K? * fC) |}, 
te we Fin) Gace 


Piv (f) Gn) = sup { |K? *# film) |}. 

有 了 上 面 的 准备 ,就 可 证 明定 理 3. 8. 

定理 3. 8 的 证 明 本 定理 前 证 明 可 归结 为 对 P$ (站 ,PI CA. 
P+( 门 之 间 的 关系 以 及 它们 与 Ai 四、f5 之 间 关 系 的 研究 ;可 归 
结 为 以 下 的 几 个 引 理 ， 

引 理 3.34 RES MD, M4 7 TEREA,  R, 
>R. fi 
sup yi lP, * £m) [p< inf (Po (f)Gm)}, 


E= Kye 


SUP y {|A,* fGm)}|} < inf {Ag Cf) Gn) ). 


it CoC = T seman BCl), A CoC =08 SAO, 3} 
任意 的 A 六 1, 存 在 R=RCA), a 
sup ile » Fim) }} <4 — inf (PSC) Um) }, 


i> Am 


sup i A * flm)|} <4 inf (AGN Gm)). 


i Rt 


证 明 ”由 引 理 3.15, 对 一 切 xnEJM 有 下 式 成 立 : 
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(Pe, * f OD) | < inf (PE mm)} = As. 
再 由 $$ 3. 1A G3. 1.24 > RY AT 
IP, FOWD | < mEM. 
Gl. fA Ae (Ae RY RR, BP AY. 
lal Fee ,对 一 切 关 生财 ,有 
[Ar * f(n)| < inf {AVA Gn)} = B, 
成 立 . 记 Ar * Fi 的 Fourier 级 数 为 
Ar, * fn) = D, entidTrC FT,m)), 


当 8 一 0 有 时 JM 为 环 群 ; 当 OOM A 


l 


m = 
Ae, * fle= (Sema AFD) < Be 


由 此 可 得 


A 
iE M 


LA, * fim) | 
= > e+ Tr¢ AT vom)>| 
acM 
< Seat Rip 
ae Ñ 
< (> ee 
ae M 
4 
x (> ella. Tre fa fp) 
AEM 


I 
E 
> — 30u R littl 72 
= ( g : ü | di) By 
ie M 


因为 530, 上 式 中 最 后 一 个 不 等 式 右 端 括 导 中 的 和 式 在 1 一 
十 oo 时 趋 于 零 . 因而 可 分 别 取 RRM R= RCA) > Ro HS EY 
第 二 个 和 第 四 个 不 等 式 成 立 , 而 当 Co( 放 一 0 时 ,用 上 面 的 估计 方 
法 就 可 使 得 引 理 的 第 三 和 第 四 两 个 不 等 式 成 立 .这 就 完成 了 引 理 


§3.3 HOO 的 原子 分 解 结构 301 
的 证 明 . i 
由 引 理 3. 34 可 得 
PO = Pig (fm), 
其 中 玉 , 如 引 理 3. ISP apse. AJ., SS. 17, PODAR 
成 


1 
Pm) = | Kr « HGn)ds. 
Oo 


用 定理 3. LP A PC) OA Or) BER AS EK AT 
HE m), ESAR A M et. ES. 265 Set a Be 
Pi AS) Gn) < cg Cf) Cm). 
再 由 定理 3. 19, 就 得 到 
APM) C H’ (M). 
将 引 理 3. 14 中 的 A ODMR P On ,并 将 相应 的 函数 记 为 


Ki(m) = F UOP myds, 
1 


且 同 定义 3. 6 一 样 定义 闻 C 有 .yr OAM BO. BREA KE Gn) 
可 由 一 个 S70) EB pa OT, > 上 产生 ,但 是 容易 验证 引 理 3., 14、 
引 理 3. 16,313. 17 及 它 的 (3. 94) 式 和 引 理 3. 18 均 对 详 成 立 . 从 而 
可 得 
IP? CA, CIPS IL, = Cleat CO, 
SC We, Al, = CeO, = Cler Ol, 
= CWA, SCA, Al. 
这 就 证 明了 
H"(M) C HUM). 
而 由 定理 3, 10, 就 得 到 了 定理 3, 8. | 
说 明 ; 直 接 用 P Gn) RR AnH K On), LATER 
成 立 .这 里 主要 由 定理 3. 1 .定理 3.2 和 定理 3, 6 及 引 埋 3. 34, 就 可 按 
上 而 对 引 理 3. 14 给 出 的 天 ?6(oma 7) 所 作 的 证 明 . 同样 应 用 于 用 PG) 
BK A, Gn ACF K Om AY UE BA BY By. 与 在 欧 氏 空间 的 证 明 不 同 的 是 ， 
E mi gy iE BA See 7Y Hh ik Ht F Laplace-Beltrami HF fl P:n) & 
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注意 到 对 任意 的 e> A 
sup {Px oz)|} <+ oo, 


ae 


ALAPAHA 4.0m) K ODA 已 (Ce) 仍 成 立 , 就 可 得 到 如 下 定 
理 ， 

定理 3.11 设 o K? 由 引 理 3.14 定 义 ,Pm) 和 A, Onm) SEE 
M 的 Poisson 核 和 Abel 一 蓝 核 , 则 以 下 各 个 命题 与 fe HW’ (MM) 等 
价 Opl): 

CL) FE Hf (M) .0<pml<giit+o, pq: 

(2) fr ELAM); 

(3) Sfin ELM); 

(4) DEL CM) p h g3. 14N: 

(5) ANDE LICM) T> p/s d=dimnM; 

(6) p DELAM); 

(7) RAD ELM); 

(2) R NELE); 

(9 PENDEL! CM); 

(10) PADEL (M); 

(11) PIODEL M); 

(12) PLOD EL’ (M); 

(13) ANEL ODE ALK ELUM); 

(14) ALEL M); 

(15) Af, CP ELAM). 


第 4 章 


在 多 复 变 天 数论 中 的 茶 些 应 用 


前 三 章 中 的 理论 和 方法 ,在 多 复 变 函 数论 的 研究 中 ,有 着 重要 
的 应 用 . 全 面 服 述 前 三 章 的 内 容 在 多 复 变 函数 论 中 的 应 用 ,起 出 了 
本 书 的 内 容 , 在 本 章 中 仅 就 多 复 变 有 界 对 称 域 上 的 开 个 课题 , 作 一 
初步 的 介绍 ， 

在 $4.1 中 简 述 多 复 变 有 界 对 称 域 的 Harish-Chandra MW, 
Bergman 核 K (z, w), Poisson 一些 核 P(z,U) 以 及 Cauchy 核 
H(z). 有 界 对 称 域 的 多 复 变 男 数 论 的 一 系列 的 重要 课题 ,都 可 
用 Harish-Chandra 模型 进行 讨论 并 于 以 解决 

在 8$4. 2 中 讨论 有 界 对 称 域 的 Bergman 核 K (erw). Ct 中 有 
异域 的 Bergman 核 起 着 根本 面 重 要 的 作用 . 对 于 C 中 的 有 界 对 
称 域 , 它 的 Poisson 一 华 核 与 Cauehy 核 可 用 Bergman 核 简 党 表示 
出 来 . 

TES 4.3 中 讨论 有 界 对称 域 的 Poisson 一 华 核 与 Cauchy 核 ， 
并 用 Bergman 核 给 出 Poisson 一 华 核 与 Cauchy 核 的 具体 而 简洁 
的 表达 式 . 

在 8$4.4 中 讨论 第 一 类 典型 域 Rs (non) 上 Poisson 一 华 核 与 
Cauchy 核 的 边界 性 质 ,限于 篇 幅 关 系 , 关 于 Poisson 一 华 核 与 
Cauchy 核 的 边界 性 质 的 一 般 性 讨论 ,这 里 就 不 作 介 绍 了 . 


$ 4.1 多 复 变 的 有 界 对 称 域 及 其 核 函 数 


设 DCC 是 Cr 中 的 有 界 对 称 域 , 则 D 必然 是 某 个 非 紧 型 
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Hermite 对 称 空 间 避 /天 的 一 个 有 界 实现 ,其 中 心 是 一 个 非 紧 致 、 
连通 .具有 有 限 中 心 的 半 单 李 群 ,天 是 局 PRK ER TH. 

在 非 紧 型 Hermite WHA] C/K 的 有 界 实 现 中 ,最 重要 的 是 
Harish-Chandra 的 标准 实现 , 记 G/K 的 Harish-Chandra 的 标准 
实现 为 

éo:-G/K ~ DCC", 
me GIK — z = §,(m) E D. (4.1) 
则 C” 中 的 任意 一 个 有 和 界 对 称 域 必 然 与 某 个 由 (4.1) 式 表示 的 
Harish-Chandra 标准 实现 全 纯 同 肛 . 
4.1.1 Harish-Chandra 标准 实现 的 模型 
当 DCC” E Hermite 对 称 空间 G/K 的 Harish-Chandra 的 标 
准 实现 时 , 它 可 用 统一 的 方式 表示 成 C" 中 的 如 下 形式 的 有 异域 ， 
D = {z= (As Ds Ore) EC, 
A| <1,2 € K}. (4, 2) 
EPA ER G12. 57,7 Æ G/K 的 秩 ,z 十 下 在 C" 上 的 一 个 
话 当 的 西 表示 , 且 ele) GEKXBBAE rh) 表示 矩阵 rH 
ie EE kp. 

5h T AS E JEE N Hermite Xf HS fh] G/K 的 Harish- 
Chandra 实现 &, WU. OR A 吃 之 癌 的 具体 联系 , 则 要 应 用 半 单 
李 群 的 Twasawa 分 和 解 与 Cartan 分 解 . 

设 如 是 土 面 所 述 的 非 紧 半 单 李 群 ,9 是 如 的 李 代 数 ; 天 BG 
的 极 大 紧 子 群 ,8 是 K 对 应 的 9 的 一 个 极 大 紧 致 子 代数 ;exp; 
4 一 G 是 指数 映射 ,8 A 的 Iwasawa 分 解 是 : 


a=k} pan, G= KAN, (4, 3) 
其 中 
K = expt, A =expa, N = expn, 
m 9 40 G BY Cartan 分 解 是 


9=6@0p, G=PK = KP, (4. 4) 
HEF P=expp,8 (4. DAFA a Bp 的 一 个 极 太 的 太 bel 子 空间 ， 
a 的 实 维 数 就 是 CG/ 天 的 移 ,也 就 是 (4. DAP r. 
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每 个 HEP 又 具有 如 下 的 分 解 : 
p= kak, PE P, k EK, a€ A. (4.5) 
ATLA MP#RG=KAK 4G W Cartan 分 解 . 
当 G/K 是 上 述 非 紧 致 型 Hermite 对 称 空间 时 ,G 中 元 8ECG 
在 G/K 土 的 作用 为 
g:G/K >= G/K, 
meEeG/K—~geme€ G/K, (4. 6) 
是 G/K JAAHA., MP EECG 是 G/K 的 全 纯 自 同 构 , 记 
o 是 G/K 的 么 元 的 傍 系 , 则 (4,6) 式 就 诱导 了 (4. OAP PH P3 
G/K 上 的 微分 同 是 ， 
P+G/K, pE P-+m = p+o€ G/K, (4. 7) 
由 《4.7) 式 ,就 可 用 G PRM RERRA EEC 在 如上 产生 的 全 
aA EHN TF: 
gm=gho m= pra, mEG/K, pEP. (4.8) 
中 的 元 在 C/K EWER Harish-Chandra XA 名 ,自然 地 
HFI ceGHG4. DARRA D EFEM DIB GHA EE 
CREA 品 的 全 纯 自 同 构 }, 它 可 具体 表示 为 : 
$in = per = iig m), 
z = m) € Dum € G/K, (4.9) 
HPE g.e EgEGED EFEK 9 HAR 
的 表示 方式 . 
如 所 热 知 , 可 在 4a 中 选择 一 组 适当 的 等 长 正 交 基 
(六 ， (4.10) 
Hp r 是 D=G/K HR. WEST Xo 就 具有 如 下 的 坐标 表示 : 
X = 0X, + 2X, 十 + 2X, 
A€Ca, 4, & R; 
A, = tanhaz,;, J = 1,2 e739. 
A= (A Ager 5A 0n 0 EC, 
应 用 (4.11) 式 ,就 可 将 (4.1) 式 的 名 具体 写 出 如 下 : 
Elm) = flp +0) = Ê lkak +o} = lka + o) 


(4, 11) 
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= §,(a+-o)x(ky = EtexpR + o)a(k)' 
= Ar(k) = AA A Deer DARY, (4,12) 
其 中 a=expX, X Ea, X A AMBAAG 11) 式 确定 . 
4.1.2 有 界 域 的 Bergman -5 Cauchy & 
设 DCC 是 局 中 的 有 界 域 ,H:(D}) 是 关于 DD 的 欧 氏 测度 
dV (xz) 平方 可 积 的 D 上 的 全 纯 孙 数 的 全 体 构 成 的 Hilbert 空间 . 设 
102) Glades] (4,13) 
是 HH?《D) 的 一 组 完备 标准 正 交 函数 系 , 则 


K(z.w) = Sea) pw), zw ED (4.14) 


am) 


Jz D FF Bergman mw $. 

D ff} Bergman 核 臣 数 有 以 下 的 性 质 : 

(LD (4.10 RSC HRA DX D EARRA. 
(2) 天 (zum) 与 H? () 的 完备 标准 正 交 函数 系 (4. 13) 的 选取 
AÉ. 

DRDA DIEC PHSF R, KGa w5 K Epara 
Æ DFI D W Bergman EA p: De D BEAR, JO 
# 在 zE D AIA Jacobi 矩阵 , 则 有 

Kiz w= K' ($02) giw detJ,(z) detU Cw) 
(z.w E D). (4.15) 

“DEAR ANHC 中 单 连通 的 有 界 图 型 域 ,S D 的 
Silov AF, E S 也 是 加 型 的 时 ,DD 的 Bergman 核 函 数 具 有 以 下 的 
性 质 : | 

(4) (4.13) PRET ¢ OR A x 的 齐 次 多 项 式 ， 

(5) 对 每 个 WC D FE Cie) > 1, BK zo wd EA z HS 
数 在 Ctw)D 上 关于 z 全 纯 ; 同 样 地 ,对 每 个 EDK wi ER 
w 的 区 数 在 CC(z)yD 上 关于 w HRS, ACHE D LHR 
ey. 

华 罗 虎 在 他 的 和 名著" 中 证 明了 ， 

(6) 存在 由 = 的 齐 次 多 项 式 组 成 的 所 :(D}) 的 完备 标准 正 交 卫 
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数 系 (4,13) 和 一 组 正 数 slyaz,…*，, 使 得 

{2,9 ap UU € 5} (4. 16) 
是 (5S) 的 一 组 标准 正 交 讲 数 系 , 但 它 不 是 完备 的 ， 

记 (4.16) 式 在 二 (5S) 中 张 成 的 复 的 财 子 空间 为 HLCS), i 
HI2AS) 是 一 个 Hilbert 空间 ,是 (4.16) 是 FC5) 的 完备 标准 正 
交 函 数 系 . 

在 文献 站 1 中华 办 辫 定 六 了 十 述 个 中国 型 域 徇 Cauchy BA 


Hilz,U)~= Naple) aU, 


nI] 


ze DUES, (4.17) 
WEB T Wz wifE#A Dx D EHAR Bergman 核 的 性 上 质 (1) 
CDOT H Cerun E RE. 
4.1.3 有 界 对 称 域 的 核 函 数 
当 DD 是非 紧 型 Hermite 对 称 空间 C/K 的 标准 实现 表示 成 
(4.2) 式 的 形式 时 , 简 记 为 D=G/KCC. 这 时 万 必 是 以 原点 为 中 
心 的 单 连通 的 圆 型 有 界 域 ,DD 的 Bergman 核 K (e, w) Cauchy 
较 具 有 进一步 的 性 质 ;对 于 D 的 Bergman A: 
7) 设 zwe D,kEK, kz, HA DREN., WME 
K(k ezke w) = Kw) zw € D,kE K, (4.18) 
而 由 (4.2) 式 , (4.11) 和 (4, 12) 式 又 可 得 
K(z,z) = KAA), 
二 下 -A A= a 0), aCa. C4, 19) 
(8) erwe D EG, 4 HA OREM, BE gf) =, 
Jy Co) te f, Œ wE DAM Jacobi BR. A 
K(z,w) = K@,0)detd, (z) detJ, (w). (4. 20) 
在 文献 [i] 中 华罗庚 用 李 群 的 观点 对 单位 图 上 的 Poisson 核 
fT PORE HEET PRU RRO HE. EF RARE 
X Poisson 核 , BH BS WB MM ed, c€CC E DAA 
同 构 ,适合 $,(2) =0.¢, FFE D 的 Silov 边界 5 到 自身 的 微分 同 
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id f EVES 点 的 实 Jacobi EEK JU, AJ, OEE C 
AYE EG APR RE SB ee RE E te EAT PT J 
Piz, U) = |detJ,)| .6,.¢2) = 0, 
就 是 DD 的 Poisson &. FE m1] 4 REH T D H Poisson 
核 Pile, UD Cauchy % H(z DOB mM FRR: 
Piz, U = Hz DHU .z)/H (2,2). (4. 21) 

华罗庚 关于 Poisson 核 的 这 一 思想 早 于 国外 同行 多 年 , 且 他 
发 现 的 关系 式 (4. 217) 式 更 早 于 国外 同行 多 年 ,所 以 人 们 称 华罗庚 
ke MAY Poisson 4 A Poisson — 464%. 

4.1.4 不 可 约 的 有 界 对 称 域 与 典型 域 

若非 紧 型 Hermite 对 称 空 间 是 不 可 约 的 ,就 称 D 一 G/KCC” 
是 不 可 约 的 . 这 时 G 是 一 个 单 李 群 , 它 的 李 代 数 & 是 一 个 实 单 李 
代数 ,9 的 复 化 8° 是 一 个 复 单 李 代 数 ;而 人 4. 2? 式 中 的 表示 则 是 
天 在 CC 上 的 不 可 约 王 表示 . 

E D=G/KTC' 可 约 , 则 DD 必 可 分 解 成 不 可 约 的 有 界 对 称 域 
HER. DBR Ka, w), PUA We DBRT RT 
27) Sak ADT De PR Bg Se eR. 因此 ,对 不 可 约 有 界 对 称 域 的 研究 具 
有 根本 的 意义 ， 

用 不 可 约 的 非 紧 型 Hermite 对 称 空 间 的 记号 来 记 对 应 的 有 界 
对 称 域 ==G/KKCO ,它们 对 应 的 典型 域 记号 称 为 华 的 记号 , 则 有 
如 下 的 分 类 表 ( 表 4. 1): 

在 文献 [1]j 中 华罗庚 将 Ri .RI 、R1、Ry 分 别称 之 为 第 一 .二 、 
三 ,四 类 典型 域 . OE m Fn IRSA RH om Xn 维 
线性 空间 . 四 类 典型 域 可 具体 表示 如 下 : 


， 表 4.1 不 可 约 有 界 对 苯 域 分 类 表 
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R, Gn n)= {Z € C™", In — ZZ > 0}; 
R,@)= (ZE CZ = Z, — ZZ > 9}; 
R w= (ZE œ, Z =— Z,1, + ZZ > 4); 
Ry Gods (2 € CL + |ez' |? — 222’ > 0}, 
EEEH REAP, Z RRE ZB. 表示 
Xm 的 单位 阵 ,z 是 C 中 的 行 向 量 , Awo 表示 方 阵 4 是 正定 的 . 
四 类 典型 域 R, Re 、Ry、Ru 与 它们 所 对 应 的 (4,2) 式 的 域 DD 
一 G/K 的 关系 如 下 :Ri Ri Ri 是 对 应 的 D=G/K 先 作 一 个 线性 
变 撞 ,再 表示 成 矩阵 的 形式 ,而 Rs 则 是 对 应 的 D=G/K 作 一 线性 
变换 而 得 到 的 . 


$4.2 AAR PIA Bergman 核 


4.1.3 MEH C4. 20) 50.23 D=G/KCC HK (ze. AS 
纯 目 同 构 名 BY Jacobi TWAS SH RY YH oO. 
RE ccc Eg, 的 Jacobi HK. 由 (4.6) 和 (4.7}) 式 对 每 个 gE 
Gig HARP: 
g = kak, a€A, kn, k EK. 
从 而 可 得 
Ja Cw) = J (ak, + wd, Cha * wd, (w). 


但 由 (4.3) 和 (4.4) 式 易 见 
J, = 7h), REK, 
再 由 4. 18) 和 (4. 20, RR ae Awe D RW BA Jacobi Æ 
阵 J Cw) y 太 (zzw) 就 可 完全 确定 了 .因此 和 朗 求 出 天 (xz,w) ,就 要 求 
出 全 纯 自 同 构 的 复 Jacobi 站 阵 ,我 们 先 用 李 群 李 代 数 的 方法 求 出 
全 纯 自 同 构 的 实 Jacobi 2. 
4.2.1 2M BSH Jacobi 和 矩阵 的 计算 
将 C 看 作 R”, Bl me SC BRST 
F.C" — R”, 
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z = zt + iy EC — Filz) = (z, ER”, 
HP zye RWC PA Drp Je E RT ERT RPH 
De. xp ev Er 特别 地 , 当 xER'CC" Pt, F 02) PR aid Wy as 
则 易 见 有 
|detJ; CF(z)) | = |detJ, (z) \*. 
这 就 意味 着 可 以 用 实 Jacobi 矩阵 不 的 计算 来 部 分 地 代替 复 Jaco- 
bi ERY, (z) 的 计算 . 
考虑 (4.3) 式 中 的 4 在 8 上 的 伴随 表示 , 当 D=—G/KCC,D 
的 秩 为 > 时 心 在 9 七 的 伴随 表示 的 限制 正 杠 (包括 重 数 ) 的 集 记 
为 
St= {oa = nrt, (4. 22) 
其 中 St SS ER a 相等 的 w 出 现 的 次 数 等 于 根 a 的 重 
数 ， 
由 lwasawa 分 解 . 在 站 中 取 一 组 适当 的 等 长 正 交 基 {Y。 ,aj€ 
z+ ) ,其 中 Y, 是 限制 正 根 a 的 根 向 量 ,9 是 8 的 Cartan 对 合 自 同 


档 . 置 
Y-a =— 0Y.) ,0 € Ft. (4. 23) 
则 C4. DORPH p AY — RRR IE ERT RR 
{Xi Xart fb 4 2G; €E at}, (4. 24) 
再 记 ms 为 4 在 PRP, a 


m, = {X © baad H(X) = 0,H €a}, 
则 me 的 一 组 适当 的 等 长 正 交 世 与 


iY. 一 Y-a 9; E27} (4, 25) 
就 合并 成 6 的 一 组 等 长 正 交 基 . 
现在 设 ez 和 G, 并 志 


z = (ka -+ 0), 

w = f, (2) = laka 0), 

a = F(z), v= Fiw), (4. 26) 
aka = kazkas, k kika E K, 

art, E A. 
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再 设 
alr) = CeEXP Caso} = À, 
Şolatr) +0) = ACx), 
aly) = aexpY, ala: 0) = 9, (4, 27) 
E,fa,Cy) +o) = iy}, 
k(t} = kexpT, k (s) = &,expR, 
其 中 


X = TX: + …' 十 thes Y = WA, + + 十 Yrkes 
f i 
T = DARLA — Y_ads R = Die, — Y e)s 


im] ial] 
[Æ = Cairte tes y5 Cy, ane sY)» 
t = Cfisterttt alr), 5 = (SS tasg). 
(4. 28) 
Miz DMD WT FAA F C AAS eA BRR. 再 
设 
u(x,t) = S(kR@)a(x) +0) = ÀA rnr REDY, 
uCyss) = €p(ak(2ja(az) + o) 
= frik (saz, (yb, f+) + a) 
= plk la +0) = piyar lk isd, 
这 里 用 A' 表 示 和 矩阵 4 的 转 置 矩 阵 , 则 和 在 x 点 的 实 Jacobi 矩阵 
BB JE 《F(z)) 就 是 秆 阵 (3v/34), 它 可 由 (4. 29) 式 在 Cx,t) 一 0 从 而 
Eya 二 0 点 相应 的 Jacobi % KE 


aol owl le] 
表示 为 


F — A 
J FED | 


- |3 O53 Cen lls eta] : (4. 30) 


由 Harish-Chandra 实现 的 实 形式 E, BTS p FY RE 


(4.29) 
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ME fy T: PR”, CE Er 在 o RHR. ERE: 
TCX) = T(z X, + «+ 4+ &,X,) 
= (Eis Tg sr 0,7, 0) E R”, (4. 31) 
TCAdE(CX)) = TCX Dar RY. KEUR EK. 
由 此 又 可 导出 
T(ad¥(X)) = T(X ns (YY, XE a, YER (4. 32) 
由 上 上 面 各 式 和 双 曲 正切 函数 的 性 质 可 得 ， 
d u 


二 {1 一 A ene (tk), j = ], 2, r} 


tæ 


Fa 
2 H 


= dite (Ya — Ya Telk) 


ps 


La 


i 
=— a OTY. + Ye mR f= 112 
Hp e ERPE j 个 单位 向 量 , rr 是 xr 的 微分 ， 
a, (A) = a AX, 十 AX, 十 于 + AK 了 二 1,23 ed. 
(4, 33) 
HRSA Oe RHR TRAP: ta) 保持 正 交 关系 
不 变 ;(b) 保持 等 长 关系 不 变 . 这 就 得 到 : 


ai — Í, — A‘ 0 | 
其 中 f, 表示 rr 的 单位 阵 ; 


At = diag (A? ,A A}, 
A= CA ret Any yt? 03 


i 
det4 (A) = Ca | [eta)}, Cy Æ 0， 


i=l 


同 理 可 得 
dv _ I,— 7 0 
E cole nC | 0 acl A 3%) 
再 来 计算 Jacobi 矩阵 | SOI | 这 时 不 妨 设 G 是 矩阵 李 群 ， 


否则 ,用 AdG RE G HAY, AMR a €A RREK 是 
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TEZE, KEKER REIER MA 
aka*khia, = katk). 
HERAT G/K Ey eR EP SOE RRS He 
Ck) = kdk, 8€a) = a da, 
就 可 得 到 
a lka + 28ta) + ad (kya! 
= k7 Cay ay + 28 la) 
+ a, (k Yay Jka (4. 36) 
H H Sed 8a) ba MEARE 1- 形 式 的 阵 , 又 因为 
6h) = — SCAU 24 ZE m, Hf Adal(Z)=Z, ALL C4. 36) 式 的 等 
式 堪 端的 和 仅 含 de. 和 dt, SRG heh ALE dy; 和 ds;,i—=1.2, 
“j= 2 wie 
用 (4. 247 和 (4. 25) 式 中 的 基 来 表示 (4. 36) 式 中 的 左 不 变 1- 形 
式 的 阵 , 则 有 


S = Dde, Ya, — Ya) + 8b), 


aul 


ola} = Sidz,X;, 


了 一 二 


SCR1) = Dyas, Ya, 一 了 -。) + elki), 


=I 
la) => D> dy,X;, 
J 一 1 


其 中 人 (CR 和 全 (都 是 在 Ada CAC 4) 之 下 不 动 的 左 不 变 1- 形 
式 , 当 a=expX E 4 时 ,有 

da `(Y, ) = a 'Y,a = e » 

da '{Y_. ) = a Ya = ey OY, 
BLS RARE 4. 36) 式 就 得 到 

a tla + 20(a) + alk ya! 


— 1DE —dz,{ e7500 9,00} 


i=l 
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x (Ye, +¥ 4) + DidzX, 


i=] 


= ky (a7'8 (kra, + 28 lar) + a8 Cko Yaz hk, 


i 
= an | > sdssl e7500 _ ey) | Ya, + Ya} 


j=1 
+ ay， (4, 37) 
i=l 


W A=6,(a +o) = &,CexpX +o), X €a NH, 记 


CA) = diag{ 5 e7% — eX) sees, 


Li “10 — en), (4. 38) 
则 在 (4. 24) 式 的 等 长 正 交 基 之 下 求 (4. 37) 式 的 Jacobi 矩阵 就 得 
到 
i, D -1 Fa 0 
3 3 |= p con ned cw | (4. 39) 
再 记 
I 0 
BY) = | , (4. 40) 
0 AWCO) 
财 由 (4. 30) 及 其 以 后 各 式 就 得 到 
了 (FD) 一 te RBC eh) BO) te“, (4.41) 


RA SRA TT AIAG Bl F 
定理 4.1 设 DD=G/KCC,D 的 秩 为 r, 轴 是 gEG 产生 的 万 
的 全 纯 自 交 构 . 又 设 
z = An(k)', w = f(z) = mik Y 
为 z.wED EUA DR FRR MWA 
IdetJ, (z) |? = (HE) 


其 中 Jy DÆ f: 在 > 点 的 复 Jacobi 矩阵 ,而 b, 人 出 可 用 (4, 23) 式 中 
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的 aj, j=l, 2, ii =2n—r ) C4, 24}) 式 中 前 X; G=1,2, 7) 
孙 成 

bp, 二 1 十 LS eX]. 


证 明 RA AA a eaten 


2a; me ey — e75) 
= fey p’ 59) 2a, (Ay? 


Ho r= ika + DED, i AXAEa, =la "oo)， X AA 
HERES IDA. w= 9, (2) =f ka: > 0), a 二 expY, YEa, 
Ela: "Do) 一 ?与 ?的 关系 同样 适合 (4. 117 式 . 
上 由 不 可 约 Hermite MRS NHR. ico AHR. 
(Xs X ACA, 19) 式 给 出 的 & ARE fA A Ee E., 
则 不 可 约 Hermite Xi PRS M AY Be AR A F E a o: 
Gi) E= {HAEA LSAT, 
+2a;,1i8or}; 
Gi) L= {EATA lSicjer, 
A,,+2A,, 1 ir}. 


jdetJa, (z) |? = 


(4.42) 


所 以 对 于 
X 一 ry X 十 aX 十 = 十 nA, € a, 
HC 4. 23> ARAR in ae ME Ds E 
a(X) = 2,42, LPEE Rl <p <r 
这 也 就 等 价 于 
aX a) = ü, + 1,23) -一 lyt, 2n — F. 
这 就 容易 验证 
aA) —a iF} 


E7 — E 了 
2a LÀ) =- 工 [| z 


其 中 ai(0 由 (4. 33) 式 和 (C4. 11) 式 定义 , 将 上 式 代入 本 定理 证 明 的 
第 一 个 等 式 中 ,就 证 明了 本 定理 . | 
4.2.2 MIRNA Bergman 核 函 数 的 计算 

有 了 上 一 小 节 的 定理 4. 1, 就 可 对 有 办 对 称 域 的 Bergman 核 


7 


| Lja cX,» 
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熙 数 作 进一步 的 讨论 . 
BR D=-G/KCC, &:G/K-DCC 
是 G/K 223074 D ġġ Harish-Chandra 的 标准 实现 . Mik DME 
G/K WAAR, :G/K>D CC 是 这 一 有 界 实现 ,这 时 记 为 D 
xG KEC. Krn A K a, Daae DA D Hj Bergman 4 M 
Fit HURT h 15) 式 得 到 
K'a = KEE C, RE O) 


pad detfe (7) detfe g! (#3 + 


_ (4. 43) 
K(zyw) = K'E (2) ,SES Ged) 


x detJ s: (z) det. ee: (mw), 
特别 当 $=#。 厨 1!: DD 基线 性 变换 时 , (4. 43) 式 就 可 进一步 化 


简 为 
eee = Ki p CA), 
B _ (4. 44) 
K(z,w) = K' ($(2),8(w)). 
一 般 地 ,车 D=G/KCC, Ml D 可 分 解 成 不 可 约 的 有 界 对 称 
域 的 直 积 如 下 : 


D = D, X D, X + X Das (4. 45) 
其 中 D,=G,/K,CCuB AD 4909 RRR n= n Hnt e 


np te Kllj) ,tw( 门 ) 是 D; 的 Bergman 28 $t 
z= (201) ,202),++,20p)), 
z€ Dzi E€ D, j= levees p, (4. 46) 
则 有 
K(z,w) 


= K,(2(1) ,w1))Ke(2(2) .w(2))+K,(2(p) pw p)). 
(4. 47> 
EB Sm, AM D=G/KCC 或 者 它 的 一 个 线性 恋 
HRK ih Bergman H MRM. TRH D=G/KCTC, ER 
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Bergman 核 冰 数 就 可 原则 上 是 Hoe. 特别 是 , 只 要 求 出 不 可 约 的 有 
界 对 称 域 的 Bergman 核 画 数 , 则 任意 的 有 界 对 称 域 的 Bergman 核 
函数 就 可 原则 上 定 出 来 ， 

先 讨 论 天 (zz 有 如 下 定理 

定理 4.2 设 D=G/KCOC*,D 的 秩 为 r; 其 余 记 号 与 定理 4.1 
HELK, wE D AY Bergman KA. MS 

Koo = La =a 

证 明 ”由 (4. 20) 式 ,在 定理 4. 1 中 取 A=. HPF g 适合 
¢.(2)=0,2E D. 则 定理 4.1 中 的 7 一 0, 即 a =—-- 7-0. A 
得 到 定理 . | 

定理 4.3 RD=G/KCCHA DANA, DARHT, 
K(z,w)t D Hj Bergman BBR. ARICA EH 4. 1, 则 有 

(1) ides, (2) =T] = f 


— A; 

D REDT Lam). 

H+ HERR 4.1. 4 小 节 分 类 表 4. 1 PA AE mn) CI a), 
DE (m), BDI WENI EV 型 域 的 顺序 ,分 别 等 十 
b= m + nn + 1;2in — 1)1n;12;18, 

证 明 4 Dpat, D=G/KCC 的 Weyl FW 对 限制 根 
APRA EHH TER; AW Ea 上 的 作用 含有 将 4 的 基 
{Xy HA dE 个 文字 村 ,> 个 文字 的 置换 群 作 为 子 群 ,这 就 表 
AA 上 beb, p=1,52,°%" ors OE AR SS. 特别 是 可 用 


i 
b=] + 4D lX (f= 2n — r) 
I=] 


SES AH b 而 由 (4. 42) 5K. G4. 43) 式 及 限制 素 根系 的 Dynkin 图 ,就 
可 具体 算出 定理 中 的 卢 再 由 (4. 20) 式 和 定理 4.1 及 定理 4. 2, 就 
证 明了 本 定理 ， i 

应 用 定理 4.3.44. 20R REHE, L T HORRY 
Bergman 核 函 数 下 (xz,zw)( 风 文献 [1])， 
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定理 4.4 外 类 典型 域 和 的 Bergman Bw RM F: 


R, (min) EM = det( 1 — ZW’)-""*, 
K(Z.W) ed — PH 一 * 一 1 
Re): EO = det¢ I ZW) + 
KCZ,W) PER -a4 l 
Ra): EO, =det( 1 + ZW) $ 
Ry in) RZ = (1 + 22 ww 一 rw y". 


证 明 ”任意 PCR: (mn), HERRUP A,R, nn) 
上 的 适合 oC P)=0 的 全 纯 自 同 构 gr 可 以 取 为 
W = QZ — PUJ- PZDR, (4. 48) 
HFR REEM Hermite 阵 ,适合 
QU, — PP Q = Cd. — PP') = Fn, 
RU, — P P)R = RI, — PP) = L, 
Xt (4. 48) 式 微分 ,得 
dW = Q[dzZd — PZY + (2 — Pd — PZ)" RR” 
= OFF +Z — PMI - PZ) P] 
X dZU — P'Z) R! 
~ QU + (Z — PP U — ZP')-!] 
x dZ — P'Z) R! 
= QU — PPI — ZP') 
x dZU — PZDR, 
HERRER yr Æ ZER (mn) RAS Jacobi ERA 
Jy,(Z)= [QU ~ PPA — zP] 
Qd — P'DR], 
这 就 可 得 到 
det, (P) = detQdetR™ 


= det(J — PPro, 
detJ p, (2) = detQ-"detR-"det I 一 ZP", 
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由 上 面 两 式 和 (4. 20) 式 就 得 到 
K(P,Z) 
K(0,0) 


为 了 讨论 Ri GOA Ri DH Bergman H pg RECO a RRR 


两 个 复线 性 子 空间 的 直 和 ; 
ce = C OC, 


= det(i 一 P2Z’)-*—", 


其 中 C 各 Cs 分 别 是 
Ci = (ZE€C™**,Z' =Z}, 
C, = {Z € œ, Z =— Z), 
再 定义 C" 到 CO LWA FC C MF = ezn, 
DECE 
Fiz)= Z 


对 于 AEC™, AQA 是 C" 上 的 线性 变换 , 且 有 
F(A® Az’) = AFA = AZA. (4. 49) 
因此 车 记 ”的 直 和 分 解 为 
CP = cHe Chon, 
适合 
C, = F(cretp), C, = Floren), 
则 C2? 和 CPO"? B AQA, AC CH RAS E, BE HEE 
一 的 与 ACCT DRH n? Xn? PIER ME 了 ,使 得 
T,CA) 0 | 
0 TA) 
EH T (A) DAQQA! 在 CPO LAD BB OT, (A) 
DAQALI HCP"? EA BH. ABR detTi CAM detT, (AY 
E ACC] LHS mM. 特别 是 当 取 A=U EU, BU fe nxn 


DAAI = | (4. 50) 
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的 轿 方 阵 时 ,Ti(0 7) 与 TCU0) 均 是 西方 阵 . 
对 于 号 ERLCn) ,由 参考 文献 [1 中 可 知 , 存 在 正定 的 Hermite 
MRA 
Red, — PP) = RU, — PPOR = I.. 
Ri Cn) 上 适合 dpe (P)=0 KW CABS ¢- FRA 
W = RZ — Pd — PZ) `R, 
同 求 (4. 48) 式 的 微分 一 样 可 得 
dW = RU — PP)U —ZP)"' 
x dZU — PZ) UR 
= RI — ZP) dZ[ RU — ZP) F. 
由 (4, 49) 和 54, 50) 式 可 得 
Je (Z) = T (ROU — ZPY). 
容易 验证 , 当 4 是 对 角 阵 , 即 
A = diag la, saas’) =A 
时 ,有 
detT’,€A) = det4 一 1. 
而 对 任意 的 4EC“ ,4 恒 有 下 面 的 分 解 : 
A=UVAV, UV €U, 
A = diag (hi .-+ 58,) 
柄 得 detA—detaA. 从 而 有 
TF CA) =T ADT CAT WY). 
这 就 得 到 了 对 ACC. 
detT (A) = detA**! + F(A), 
Eg | FCA) | =1,FCA)=1. 

上 和 式 中 的 detr C4) 5 det A WE ACC™ Lead, it FCA) 
0, Mid FCA C Lea. (oy FUE C™ LAR A= 
丰 时 ,F(A) 二 1, 因 此 只 能 是 FC AD=1, E] 

detT, CA} = detA"t!, 
由 此 即 得 Ri COH Bergman me: 


$4.2 A FE RRA Bergman 核 32] 


K(P,Z) a 
KOD = det Qd 一 PZ "+ 
HAARO] A ay AES e n 18 
K(P,2) | Fin 
KOD 一 detti + PZ) L) 
ATR,» (nd Bergman #4 eH BL. 
第 四 类 典型 域 Ry (ne) A SRA 
Rn {= |z == e” BA AE 0,02 E- C", 


JA l, | Ae | << 1.8.4, \ 42 € RF € soo}, (4, 51) 


而 与 之 对 应 的 Harish-Chandra 的 标准 实现 则 是 
D= {z= eP CA Any Ayer OU 1 Ec, 
FALL. [A] Nd E RT E SOG)}, (4.52) 


HP SO(n) n BRE, 
l i 
Vi vi 
U=] 1- i 9 |? 
J2 42 
0 0 U, 
U, 是 一 个 通 当 的 = 一 2 阶 要 方 阵 ., 且 易 见 有 
Ri D) = DU Vv. (4.53) 
为 了 讨论 Re GO Bergman 核 国 数 , 先 作 一 些 一 般 性 的 讨论 
WF: 


E D=G/KCC ,ADATA.DHRA rM DRPH x 
E K EC 上 的 不 可 约 西 表示 . MRAP E z= lrt) EC 的 
多 项 式 全 体 组 成 的 复线 性 空间 ,五 忆 是 = OP KIRK SMAMASE 
给 成 的 有 限 维 复线 性 蔡 介 , 则 PCH’ CD), HE A’? CD) PRHE. 

K 在 C 上 的 不 可 级 西 表示 BRAS T KEM DEW 
表示 Pp, 适 合 
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(pCO f(z) = fk +2), J E H'D), EE K., (4.54) 
且 在 表示 Pp 之 下 ,HP 可 分 解 成 b 的 不 楼 于 空间 的 正 交 直 和 和 为， 
HP =@HP,. 
i eo A eR HP, FRR. o E K EAP, EWERT 从 而 
HP, 分 解 成 p; 的 不 可 约 的 钻 变 子 空间 的 正 交 直 和 如 下 ， 
HP, ~@HP,, 
Hic i Ae EHP La. o AK E HP Cw AA 
表示 . 
MHP, 的 一 组 标准 正 交 基 为 
{pty z) = 2 i )s 
其 中 每 个 qi, (z) 均 是 表示 oo, HL HRE 


Qlz,w) = $ Piu (2) Gia lw), 
fm} 


Q(z Te!) = S Qile w), 
r=] 
则 可 得 DD 的 Bergman eae K (zw Ze 
Kizc,w) = SQW); 


了 一 也 


BEB 0:2. wl Oe EAA. 18) 式 . 
H ERTE D=G/KCC 可 约 时 也 成 立 . 
注意 到 


m; = | Qi(2,Z)dV (2) Æ 0 
DO 


dF (k-z) =dVtz), 2EK, z€ D, 
Qik +2,k +2) = Èz), REK, 2 € D. 
这 表明 GADE Aare LER MAE 27 RAKSHA. 
当 吕 不 可 约 时 ,根据 定理 4. 3, 可 令 
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Rizs) = (K(z2,w)/K(0,0)3)7)". (4.55) 
BA RewWKF ee Deh, KF weDKmMe mt. HEE 
C4.18) 式 , 必 有 适当 的 复 常 数 a,,: 使 得 


R(z,.w) = > DhaQ, zw). 
` J=0 i=] 
而 根据 定理 4.3 又 可 得 

Ra 一 [Tc — abd 


P=! 


= i+ $, 1YP,@, (4. 56) 


I= 1 


其 中 PD hsi OY 27 RIF KA MK. RMT Raw) 
是 = 和 多 的 27 次 多 项 式 ， 它 由 > 个 z 和 也 的 27 次 齐 次 多项式 
R, Czw Tse Be 

及 (zz = 1+ 六 (一 NR (zw). (4.57) 


i=l 
适合 ; 


(2) Rk zk w=R,(z5w), REK, zw D. 
4 j=1 时 , 易 见 适合 上 而 两 个 关系 式 的 z、w 8 2KTKEWMA 
是 唯一 的 , 即 
Ri(z,w) = ze. (4, 58) 
而 当 j= 2 时 ,通过 对 SO(n) 的 不 可 约 丁 表示 的 仔细 讨论 ,可 以 得 
到 | 
HP, = HPO HP}, 

即 ns 二 2, 且 可 得 

ICAA = c CAL H+ AR + ed, 

QU CA,AD = cra) ry 

其 中 cl 和 cs Bh D=G/KCC 决定 的 复 常 数 .这 就 家 明了 

Ril ,rt0) = 6Qi(z.w). (4.59) 
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当 D' 仅 是 品 的 一 个 线性 变换 时 ,(4.58) 式 与 (4.59) 式 除了 系数 有 
所 变化 外 仍然 成 立 . 

当 D=G/KCC" 是 BD 1 (wn) 型 域 时 ,具体 计算 天 在 HP; 上 
的 表示 o 可 得 到 APR 1 维 的 . 这 表明 了 存在 唯一 的 一 个 下 
FEH z 的 二 次 齐 次 多 项 式 Ple) BEG Pk + 2) 一 P(z), k 
CE K.2<CD, fei 

R,(z,w) = Pilz) P,w). 

当 考 虑 DD AY Be VE OE BS OS OG SG Se RY. H C 51) 式 和 
(4.56) P22) =r ,这 就 可 得 到 ， 


Riz, = 1 + zx wa 一 了 Te 


这 就 得 到 了 第 四 类 典型 域 的 Bergman 42 pa Ri ze 


Kir w) 
ACO,0) 


其 中 se we Ry Cn). RS B Harish-Chandra 实现 BDI Cn) 的 
Bergman 核 , 则 有 


K(z,w) = 
K(0,0} 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 


一 《1 十 zr ww' 一 zu)", 


—® 


1 + LeU Ute! wU Ui! — wit 


$4.3 Poisson— 46% 5 Cauchy 核 


设 D=G/KCC", S 2 Dy Silov WH. Ki zw), P(z.V). 
Hi Daal D 的 Bergman 核 \ Poisson 一 华 核 和 Cauchy 核 . 当 
D AIRD. EDUR Kw ARTE 4. 2.2 小 节 中 
的 (4, 45) 至 (4, 47) 式 给 出 ,再 记 3, 是 (4. ADAT D, 的 Silov 边 
RUDES NTE S 5 UES 的 对 应 的 分 解 ， 

SS 一 9 XS, X X Sy, 
U = UUU, UC) ES, 
再 记 Pj) UGA AeG) UG) 44 SE D, 的 Poisson — 4E 
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A Cauchy 核 , 则 可 得 到 PCz,0) 与 H(z; 中) 的 对 应 分 解 ; 
Plz, U = P(rz(1) U1)) Pz (2) U2) ) 


X Plztp) Up)), 


ft ——_ (4.60) 
HU) = HO) U0) (262) U2) 


x H, a) UN. 
H EERTE. HITE D=-G/KCC 不 可 约 时 Bergman 核 、 
Poisson— PH 5 Cauchy 核 三 者 闻 的 关系 ,这 由 于 面 定 理 给 出 ， 
定理 4.5 WD=G/KCC HR DADA DHRAr.S ED 
的 Silov H R. Kiz, w), Piz U), H (2,0) 4¢ 52 D 的 Bergman 
t „Poisson — Etg 5 Cauchy 核 , 刚 有 下 式 成 立 ， 


_ (KG WKWU,z)\" 
P(z,U) = | KO,0Kt.z)} °>7& PUES; 
o Kiz, Uy 


Hob 6 ag th EH a 3 A, e REP ALN On, (m&n), 
Cl @), DEG. BDI (n) ,EL ,EW 的 顺序 分 别 取 为 
# 一 41( 若 为 偶数 》 1 


l 
c= st +1}, + Hs 8, 9. 
ma n Gn 为 奇数 ) 


2 
证 明 由 户 的 表达 式 (4.2) 式 ,特别 是 取 也 的 边界 点 了 为 
h = Cad O00) AoA; = l; 7= 12 
ill D 的 Silov 边界 可 取 为 
S= (hol, = Iak), k © K}. (4. 61) 
对 应 于 (4. 10) 式 给 出 的 4 的 基 , 记 
E = X, + X+ + X., a = exphE, hE R. (4.62) 
WU) C4. DE G 11) 式 和 (4. 12) 式 可 得 
dim (hay + 0) = k + Ty = Ton (kY. (4. 63) 
先 证 明 eEG HT DHSAAMHW¢:D-DES EWR 
同 胚 ,这 就 要 确定 映射 名;S 一 5, 但 是 四 (4. DACA. 120 Ae 
先 要 确定 gka, 的 Cartan 分 解 . E 
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A(E) = {X E gadE(R) = 0},G(E)Y = expat E}; 
= {a,€ 27 ,0,(E) > 0} = {a,,@,,°"+,a,}, 
E+ (E) = St NIF; 
at= {H Ea, (H) Oa E 3+},A,— expat, 
(4, 64) 
其 中 EEQ1+ ,之 + 由 (4. 22) 式 给 出 且 与 上 面 Se 的 表达 式 相 一 致 ， 
并 且 户 < 一 22 一 r， 
对 应 于 (4. 3) 和 (4. ORA HÉ g 和 G BY Iwasawa 分 解 和 
Cartan 4B. A] 78 oC EDA GCE) PORTA EE: 
ME) = BCE) a nE), GCE) = K(E)ANC(E), 
OCF) = BCE) @ CE), GLE) = K(E)AK(E), 
其 中 
BCE) = BN otE), nC) =n ach), pE = 9) at), 
且 和 容易 验证 
KiE)=— exp (ED = K {| GCE), 
N (E= epn E> = N N GCE). 
再 记 6CE) CE) PDE pn, 中 的 正 交 补 分 别 是 8z,nz 和 
Pz: 则 它们 的 基 分 别 由 下 式 给 出 ; 
= span{Y, —Y_..a,€ Zr}, 
Ne = span {Y.a € SE) (4. 65) 
Pe = span{Y, + Y_..,a; € Ze}. 
EKA N 的 正则 子 流 形 Ke Ne 为 
Ke = expbr, Ne = expte. 
则 由 K A N HEMA KKE, KEK, NNE), NEN: 
分 别 是 天 和 N PREF ABR. TTi 
K = K(E)K, = KrK (E), N= NEN g = NeENCE). 
而 由 六 及 六 的 中 心 都 只 包含 么 元 ,可 得 到 N 的 上 述 分 解 是 唯 
一 的 . 又 设 ? 是 并 /天 (CE) 的 么 元 的 傍 系 , 则 由 好 1.3 的 引 理 1.5 对 
BASES Mi. Mit K/K(#¢ 点 的 切 空 间 可 等 同 于 8- 
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再 设 OCs: 是 切割 迹 的 内 部 ,各 是 吕 添 加 适当 的 边界 点 使 得 天， 
=expQ Æ K/K MSR ee THR,  K/KCE) X KE) 
与 K 是 微分 间 是 的 ,从 而 可 得 到 
K = K(E)K; = K;K(E) 
的 分 解 是 唯一 的 ;其 中 若 KEN KEE ASN KH Kz. Gil, 
K: 是 Ke OAT SR. 
将 eEG AY Iwasawa 分解 记 为 
= kan = A(gyexpAH(g)n(z), 
ke) € K,H Ge) € aynled EN, (4. 66) 
则 天 ke).ng8y 和 五 (8) 均 是 实 解析 映照 . 特别 是 对 于 gE€ GE 
Kid gk 的 Iwasawa TRA 
gk = kan, kEK, aE A, nEN, (4.67) 
FG AM GCE Cartan 分 解 , 令 
G = KA, K,G(E) = GN GÆ). 


W GAG GDS GC HC )HABAFSR, AMF c€G.g 的 
Cartan 分 解 
E 一 ky ask, 一 RB At RB)s ity E Ais a ky & K 


是 唯一 的 , 且 如 (Cg) k (ge) ,azlg) 都 是 定义 于 G 上 的 实 解析 映照 . 


而 对 于 G CE) Cartan 分 解 的 唯一 性 , 则 要 用 到 A, DA, (这 里 
GUE) 一 KIEA, K(E) 
+566 的 Cartan 分 解 具 有 相同 的 性 质 . 
对 于 gianh > 0,4. 67) io EAI Iwasawa 分 解 和 Cartan 
分 解 为 


ga, = Elaonas = È} Cha lhk CA). (4, 68) 
其 中 gk=Z,a.n C4. GDR. Nid 
A = yes My = Ayal, Ny = Ayaa » 


其 中 加 ENE), nE Ne Mil ma ONCE) ENz. 则 可 将 
(4, 68) 式 记 为 
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gka, = knna, = ki Gashka Ch), (4. 68°) 
再 将 上 式 中 的 h OR ARR 
k A) = & kA) 一 Rik ChIRCE ,A), 
RCA) = &, CEA, c(h), 
其 中 
REA), ACE ADE K(E); keh), kreh) ERs. 
则 由 (4. 68 ) 式 ,就 可 将 gkas 和 nine 表示 如 下 ; 
gka, = kkr Ch eh rih ar, 
= krge hayk CA), 
nn, = kel(hgthorth), (4, 69) 
ghy = RCE, hja, lha; k CE haz! € GCE), 
rth) = a,a,4:.2(Aja, ay. 
HHU g (Ada, 的 lwasawa 分 解 与 Cartan 分 解 以 及 与 之 相应 的 
nia, 的 Cartan FRE 
ga, = 4 fhda, (hn, ch) 
= kh jni (A )a3fh) (4.70) 
一 ALE Ada, hai RoC EA), 
Niay == kyayks 
其 中 Rs CA) oy Rs EK CE) 3m (h) mi (A) © NCE) a E A, AE 
A RE RY a, ChE a, 的 一 个 邻 域内 ,同时 有 n CA) = a Ca CA) 
Xasth)y keh) nt (A) a, (A) E A OY SERRE. 
E (4. 65) 式 , 记 
k elh} = exp] Db CY ~ Ya)» 


fui 


HbA) G=1,2..pEAEO,+°) LAR. BAC. 866) 式 
HA prc’. E 

Y = Yh) = Hla) = hE + Hla), 
则 (4. 89) 式 中 的 r H RRA, 


产 
DB(A, ety,) | TD 


i=l 


r(h) = exp 


Se bate 


ant 
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id WAG Hit a M y MORSE .d 为 天 的 直径 ,e 
AG Wa oc. 由 (4. 69) 式 的 第 二 式 有 
d(gethor(A).e)} SS diazine) + dy. 
而 由 (4, 69) 式 的 第 一 式 和 C4. 70) 式 的 第 一 式 又 有 
(RCE AD RCE, h) lp hapse) 
<=. digka, e) + 2d, + diao,e) 
< diese) + d(a,,¢) + dlag,e} + 3d, 
而 由 (4. 70) 的 第 二 式 及 a 5K CED RED 
dC LERT RCE AD le hapse) 
= d(k, CEA) EOERY gih) se) + dlae). 


这 就 得 到 
d¢k,(h A) ROESA) ‘glh),e) 
=. dige) + d(a,.e) + 3d,. (4. 72) 
由 此 又 可 得 
digth),e) = dige) + dla,,e)} + dd. (4. 73) 
MAA 


dir eos dg (Al)r(h)},e) + d(zth),e) 
< dig, e) + diae) 
+ diningse) + 5da, (4.74) 
这 就 表明 G 的 下 面 三 信子 集 
(kelh) h > 0}. {gh),h > 0} Al {rh > 0} 
HEG PHARE, FERRE SHR BE K: AGE 
和 Ne PR AFR. FOG 的 分 解 
G = K,G(E)Nz 
的 唯一 性 和 nim 与 声 无 关 ,就 必然 有 
kelh) — e, g(h) — nis 
rh) 一 ng, h -十 ce。 (4,75) 
由 此 又 有 
k, th) — e, hm co, (4.76) 
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再 将 上 述 结 论 应 用 于 (4. 70) 式 , 则 由 Iwasawa 分 解 的 唯一 性 与 

8 Ch)ao 和 trao 的 Cartan 分 解 在 相 容 意义 下 的 唯一 性 ,可 得 

kh) — e, k (Eh) + kiskil E h) — kish e+ co， 

tna — nt a3(h) — aosa: (ha, ! > a sh ~+ co， 
(4.77) 
H (4. 12). (4. 687). (4. 759, C4. 76) A C4, 77) 式 就 串 定 多 上 映射 

$,.:5-"S 


frk + ty) = tim oo (gka, +0) = k, > fy (4. 78) 
HP gk Ak 适合 (4. 67) 式 ， 
1 MCE) = k E Kyte i, Hh}, 


网 MGDOKCE), BA MOE)/K(E) 是 一 个 有 根 群 . 记 下 /MLE) 的 
LARRA g .G/MUDAN BATHR qi. ER 
p KIME) +S, k-q> plk- = k'l, 
nCG/MIEYAN + S, keg RR eg) Hake dy. 
U g S 7 HA GT I BL. 
ZEGTEG/MCDAN 上 的 作用 
g:G/MCE)AN + G/M(E)AN, keg gkg = hit gy 
32 G/M( EAN 到 自身 的 实 解析 同姓 ,其 中 g Ak EAA. 67) 
式 . 将 上 式 与 (4. 78) 式 相 比 较 , 可 见 映射 而 :3 一 5 是 实 解析 的 微分 
[ea] HA. : 
C/K OTR S..h>0, 49 
S, = tha, * ok E K}. 
由 (4. 12) 式 易 见 5; 与 S EST BEY ik a, 由 (C4, 62) 式 给 
出 . 由 (4.78) 式 易 见 当 表 一 十 co 时 ,有 (5,) 一 5, 这 就 提示 了 可 以 
应 用 在 4.2.1 小节 中 用 来 证 明定 理 4.1 至 定理 4.3 的 方法 与 记号 
通过 对 各;D 一 DD MHE CSO EET E Jacobi 矩阵 的 计算 来 求 出 
f TES 上 作用 的 实 Jacobi 4% PF. 
tM BRSRE.TAWEBMEmEeM SHAM SEXP, 
是 着 点 的 指数 映射 , 取 工 ,CMD) 中 的 一 组 标准 正 交 基 {X1 Xp ee 
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X XET AD FE IK 2H PAE IE 30 EP YS eH FE 
X = 2X, tw X, tee + 2,X,. 
BEREI M Em ST A 
{EX Palez = Cryer ty} 
RAMEE m SHAH BAR. RA cE M Em 点 的 法 坐 
标 系 . 

设 % MN ERRE MEIN FAP. A oy Sl 
EM Em SRN Encim SHES DAR. A 在 上 述 两 个 坐标 系 
中 就 可 表示 成 

y = EXP e$ EXP, (2); (4, 79) 
或 者 简 记 为 
y= pir). (4.79) 
iX — Batt mEM AR r50 点 的 Jacobi Bi A Jan), W 
(4. 79) 式 的 微分 就 可 由 Gn AR A 


dy = dr = dx A ; (4. 80) 


其 中 AJETE A HI EE R. 

显然 , 当 在 m 和 点 选取 不 同 的 标准 法 坐标 系 时 ,相应 于 
(4. 79) 式 的 Jacobi JERE lm) 是 不 同 的 ;但 是 Ty Cre FT UH 
EFÈB det J Ow 1 ,与 mm 和 点 的 标准 的 法 坐标 系 的 选取 无 关 ， 
它 是 # 引 起 的 对 应 点 获 坚 体积 元 的 宝 化 沸 . 

应 用 4.2. DAF PRIS. Sr =F) ,对 于 aaEC S 
SH, (k + Ib =k * Io ACA. 78) 式 定义 , 设 a 和 vo SPA FE Sr 在 
Fk e IOF FR, + ORE EEE ip Kd KPBS uo. 
vw 的 实 Jacobi 答 阵 即 此 关于 坐标 系 uo Fl ze 的 Jacobi Hi Mic 
H da (k + Io). FERS. BOOMER HES 点 由 ww 二 0 点 有 

dUe = dueta Ck + Hy. (4, 81) 
ATi. he AEMT RE, 
Pa, Eo CSa)  &) (a, + Si), 
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z = Ẹka, +0) > w = f (2). 
它们 的 实 形 式 是 
P Erl Sa) — frla, > Sa), 
F(z) = &-(ka, +a} — Fiw). 

i us Hv, SP RUSE Er (SE F(z) = (ha, " o) BH Er Ca, * 
STE Êr Cakar © 0) RBM TERED te RA FER B AE = 
= lka * 0) 点 的 实 Jacobi E REAP ERE BPRS gi TE Cz) = 
Er (hax + 0) BN m =0 点 的 Jacobi 矩阵 为 J. (2) ,由 (4.73) 式 同 
样 有 

dv, = dad, alz), z = Elkar * o). (4. 82) 

Srs Er CSO Sela, + 5;) 作 为 RRE Dr 的 实 解析 的 正则 子 
HE RW AAA RES TT Seer (SOM frla e SO EHR 
度量, 上面 所 述 的 各 点 的 标准 的 法 坐标 系 都 是 按照 上 述 诱导 的 黎 
曼 度量 所 决定 的 . 

下 面 应 用 4. 2.1 小 节 中 的 (4. 269 B 4. 37) 式 来 求 出 J。 r 
Ip). EU. 20 RAR asail THM REG. DAP TARE 
be 中 的 正 交 投影 ,并 记 

一 《有 
与 之 对 应 地 ,在 (4. 27) 式 中 记 
k(t) = kexpT, £,(s) = kexpk, 
将 (4, 29) 式 限制 在 $053 上 可 得 
ualO) = Era, +0) = Ahari ky, 
区 = r laka 10) = p(k, (aly +0) 
= yeyar k Cs), 
(4. 29") 
其 中 y 是 * 的 函数 ,s PHAR Bs Otley E s HR, 
5 是 上 的 函数 . 
再 在 (4. 29 PS A+ 00, hit 63) 式 和 (4. 78) 式 得 
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u..€0,f) = him rka, * @) 
h= 十 CD 
= [yr kG, 


. _ 《4. 29") 
Væ (Os ) = jim En(a ka, =a) 


= Tom lk Ge), 
E P ag AG) =k, (Sawn 是 ak ORY lwasawa 分 解 ,s.. 同 前 面 一 样 
是 上 的 函数 组 成 的 癌 量 . 
M4 ¢=0 Atas = 0s y—0,u,(00,0) =ACA) 00,0) = HC y) (0; 
O= Inve (0,0) = Ly. HFC4. 29 7 和 14. 29") 式 在 :一 0 点 求 微 分 ,并 
应 用 (4. 31) 式 可 得 


È 
dur = D jde[— GAAN ITO, + Y-a aek), 


7 一 1】 
K t 
du = (Dadya — We, + Ddal— ADIT CY, + Y.) 
=] 1 一 ] 
pas Trik)’ 


$ 
= D dsl- oA TY., + Y-a) + Rar), 
=l 
F 
< = Dd 4, ITY, + Y RY, 
j=l 


Fi 
= = D s[e alo) IPO. + Y_, RD, 


=l 
(4. 83) 
FC a, 和 2, AOR KRM G4. 62) : 
ACA) = AEF - 0} = CA, Aast Ape Og sO» 
PA) = E,(a,(h) -o) = CH Ds 0) 
__—l ou 2 
R, = a, | > 二 一 六 de, (4, 84) 


一 52 Fa ATY., +Y.) ). 


9 


记 RER ow tn) % R™-R? 上 的 投影 算 子 , 它 定 尽 为 
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Ap uA ie; teas oe E R™ MWB 

Hiu) = Cisti ts) E R’ 
HiT (Ya FY cd fasts spi Sr Elo ADRAR 
EZE, MIFE R” EB — PIE r FARI: 

TY., 十 了 -ad 一 【机 iD 
类 似 地 ,对 每 个 a EG,kEK, 上 >0, 存 在 Rm" 上 的 正 交 和 矩阵 
(ai 下) 使 下 式 成 立 ， 

CEP. + Yd + RID Cai kh) 


-一 {Ci TETE i Cpr] = 1.5). 


ACA) =— diag (a, (A), sas CA Oy eiae 
A, (A) = — diag Ca, (A,r sap (Ad) Ce, ies, jpe 
则 对 (4, 83? 式 先 作 正 交 变换 ,再 作 正 交 投 影 , 可 得 : 
du, = 再 (dirrf 开 TI = dA), 
dv, 一 H (dv, k DE, = ds AAD, 


di. = H (duer (ET) = diAC,), 483) 
di = MM (dua, (EYT,) = ds, Alo). 
由 (4. 83' ) 式 就 得 到 
ve a3 4.85) 
J, œ = |5] = [ $3) AADA) 1. 


由 (4. 83), (4. 84) #04. TOATA BB 4 A + OORT ACAD 
To, OA) Io AACR DOA), AGADA. FEY A 
一 十 cc 时 , 若 Ja sz), z= lka +0) XF REK —RURN, H 
分 析 的 已 知 定理 及 (4. 78) RAM C4. 85) 式 就 有 


as 
$I. (4. 86) 


设 V 是 欧 氏 空间 ,Vi EV HATAN, VV, 是 映 上 的 
正 交 投影 ,了 是 Y 上 的 族 性 变换 , 则 了 TH A V AV, 在 Y 中 的 正 


detJ, (& « Ja) = limdet 
1 hco 
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变 补 为 不 变 子 空间 ,这 就 定 多 了 了 在 V, ER EARS OT I] 
F: 

HT]: VW, XEVW, 

OUT ](2) = HTH (o E V.. (4. 87) 

HER HM, EO Bl Pe 上 的 正 交 投影 , 则 将 (4, 37) 式 投影 到 了 Ps 
上 ( 见 (4.65) 式 ) ,其 中 sp 十 1 所 i 雪人 站 是 5 RRM y Sir) th 
是 5 的 旺 数 ,而 s 则 是 +: 和 的 函数 , 则 (4. 37) 式 在 ps 上 的 投影 得 
到 等 式 ; 
Sas es oH), + Y-a) 


i=l 


P 
= HT, [Adks*( Sas) i es 一 et) 


j=] 
x (Y. +Y.) + R,|)}. (4. 88) 


其 中 XA = Hlan) = hE, 
Y = H(a,) = Hla,(h)) = hE + Ht(as(h)ar!), 


dsi, e7500 — eam) (F. + ¥_.) 


i= pt i 


一 1 i 


将 (4. 88) 式 写成 矩阵 形式 ,并 应 用 (4, 87) 式 所 定义 的 记号 , 则 
有 
(Ya + Ya ny" Ye + Y a, CCX Hdt, oe" »dz,)' 


= (Ye, + Ye eis Ya, + Ya?) 
x (H, Adk; ! ICCY) + Rds, 5 "** sds) s C4, 88") 
其 中 A 表示 和 矩阵 4 的 转 置 . 


C(x) 一 diag (eon — e5) peal ee __ ep0) 


p 
H, Adky'(R;) = > RAY. +Y), 
1 一 ] 
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R = (Re ep 
由 此 可 得 Jacobi 矩阵 如 下 : 


| 一 (一 CO) HLAdk' 1!R) 


x COD CAd CCX), (4. 89) 
HOR, 的 表达 式 中 的 ee St GM a (FE =0, 380 R BAR 
的 ,从 而 RASA AEA aT RE A+ On 
于 单位 阵 , 而 由 (4. DR heeki, kk EKE), AW Pe 是 
AdK CE) 4 4B F EH, Hg A + ooBy , A det hl Adk; ' J 1, 
R-~O 阵 , 这 就 得 到 
Jim det| | = lim [I a 一 一 一 一 on 


Ane oo —e 
— lim p rN en . 2a; (FCh)) 
meredt Ža AGD) eT — e487 
EP eao CAD a 4. 11 FAC 3 DAEN. 

由 上 式 和 (4. 86) 式 ,Poisson 一 华 核 的 定义 政 定 理 4. 3 中 计算 
的 方法 , 当 2 DNR aE GIF A (zo) =0, 0 Jaai, 
z= (ha, * OFF hoot EF ££ RRNA 

Piz, ) = |detJ, (k + 7,) | 
= lim | [dete »(z) | 


| 


lirn det| 22] = lim (i a (4,90) 


hee oe 而 一 oo 
其 中 Fis Aj 适合 (4， 84) 式 =f, (ka, +o), =k" Los 
1 < . 
T T2 ja, (CX,) | os Fm Llodstetor. (4. 91> 


当 D=G/KCC" 不 可 约 时 ， (4, g03 式 中 的 a i 
r* 而 由 定理 4.3 和 (4. 20) 式 又 有 


ldetd,, (2) |? = JI + , 


3m] 


Kiz, z) = K(0,0.detl, (25) ia (r), 
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K (2552) = K(0,0) dets, (zo) |7. 
1 


将 上 面 三 个 等 式 与 (4. 90) 式 取 c,=c 的 情形 相 比 较 , 就 可 得 
到 当 D=G/KCC* 不 可 约 时 ,有 
Fz 2 DK (e122) \"" 
K(0,0)K (25,25) 


cib 


: C4. 92) 


Pix, :Y= lirn 


_ 人 区 Ca 

KO, K (2, +29) 

KRPUk + F,ECS, z= Cka, + 0). c 的 值 则 由 (4.391) 式 中 取 = 
1, 同 定理 4. 3 POR b 的 值 方 法 一 样 可 求 得 . 

为 了 完成 定理 的 证 明 ,还 需 证 明 当 产 * 十 co 时 ， 扩 ,s(z)，z 一 
Cka, +o) EF REK 一致 收 效 . 刚 由 (4. 78) 式 和 分 析 的 已 知 定 
FE ,就 可 得 到 (4. 90) 式 成 立 , 从 而 (4.,92) 式 成 立 . 由 (4.,85) 式 ,就 需 
证 RA A> -+ cof, Ay (7 (A) 0) 一致 收 化 ,3 5/3 引 也 一 致 收 合 , 而 出 
C4.73) 式 、(4.70) 式 和 (4. 84), BiB ACA) ZEA + oR — 
KAF AC0). 因 此 ,只 须 证 明 (35/37) 的 一 致 收 族 性 即 可 . 

设 9 是 8 的 Cartan 对 合 ,7 是 8 上 的 恒 等 线 性 变换 , 则 元 (7 一 
及 是 8 到 # 上 的 正 交 投影 . AT He XAR n= 2mo 7, 是 9 
到 ng 上 的 正 交 投影 ,再 记 

DCX) = diag{ e% ern) ,er oO), KX Ea. 
Mt AJE KIS I-@BRRH EMR 1, 则 具有 以 下 的 性 
质 : 


iT, Adz = Adzl, = H Adrii, r € GCE), 

ff Ada] = D(H ia) a E A, 

det H [Adn] = len © N, daf  AdK] = 1, 

kE KWEN 
(4. 93) 式 中 第 二 个 等 式 是 在 the 的 基 {7_。,…，,7_。} 之 下 得 
到 的 线性 变换 的 矩阵 . 由 (4. 23) 式 易 钨 有 
Ya HY = QA — 0Y.) 
= (] — (Y, ), aE St, 


(4.93) 
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2A Y a) = 2Y, =Y, +Y¥_., GESE. 
By ERARA. 37) 式 上 面 的 公式 ,可 将 (4. 88) 或 (4. 887) AY 
等 式 右 端 写成 ，; 
Ho Adir” (Fasl te -e et?) 


i=} 


x (CY, +Y) 十 R, i) 


p 
一 一 m, {adiz ( Dds Cy, + Yap) + @ 


ful 


È 
一 一 五 [Ada (Xass — DY) +Q 


了 一 1 


一 一 B, 一 o| adas”| Sds, Adaz' (Y-a) )} +9 


jmi 


一 一 2tt.{ >}ds,Adks Adas' CY-,,)| +Q 


= 
= — BHA Y oY ets ¥ ) 
x H [Adilak ) > ]Cds ds) + Q 
=— (Ya 二 Ya,Y, + ¥_.) 
x H LAd(a,k,)7' ]Cds,,-++,ds,)* 
+ n + Ya HYL) 
X Wdsy sr dsp)", (4. 94) 
APOE pXp 方 阵 , 上 式 最 后 一 个 等 式 右 端的 第 二 项 是 式 中 心 
的 表达 式 ， 
由 (4. 672 (4. 71) 式 的 证 明和 记号 ,在 (4.94) 式 中 的 aka 可 
表示 成 
arko = Alh ERY = RAY ACA a, CAD ECE) 
= A(R) (n Atola) 
= kE, AY keh ninaa) 


$4.3 Poisson — 45i 5 Cauchy H 339 
== RE hy kelh) Rn aoa) 
== k (E) (ken aoa)» C4. 94") 
EP n,=nin, (ni) 1E New ENCE). 
由 上 式 和 (4. 93) 式 就 可 得 到 
H [Adiak ) >] 
= H L Adla) IH L AdCn, 7" J 
x H [Ad Chen, d JH, AdE) '7 
= DIH lasa, DH LAd Cm) :| 
X H CAdikem o JH [Adé (E) ] 


= D(H lasan) Bh) = DOB). (4. 95) 
BER, 94) A C4. 88" oh, IB Bl) 
[33] = (Bth) — DO D C DIY) EX), 


其 中 X=Ha)=hE, 
Y = H(a,a,) = hE + H(a,) = RE + Hab). 
现在 记 
2p5 = a +a, to + &%, 
则 由 (4. 93) 式 . (4.75) 和 (4.77) 式 可 得 


e Ea — lim ei (4. 96) 


-tl AZ 

由 (4, 94) 式 和 (4. 88") RY A + oott (2 s/t) — RW aA 
充 要 条 件 是 (4. MOA PHI AERA be Ch FE — BO Oe. 

根据 Iwasawa 分 解 的 实 解 析 性 , 取 定 gE€G,(4. 67) 至 (4. 70) 
式 中 的 aoynynirnoonisny AC PR m, ATE K PEL 
MRT CAP AAAS RR. 再 由 C4. 737 和 (4. ?4) 式 可 得 
gO) rD T REK MAC O, toot G PAAR. CG. 71) 
式 可 得 

Ja(Aev™ | < d(rth);e), 
|6,(h) |S dirth) eye ™ 


一 dir ta) eje tibia o (hE) 
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s Bie "47 = 1250p, 
这 里 由 (4, 43 RAG aC G=, 2p) IIR a (ES). 这 就 表 
HH : 24h + oof kee ARRAT GC Se. 
再 由 (4. 689 AAG. 69) 式 有 
ninja a, = kelh helh aga. 
所 以 有 
nilay ma) = a, keth ja gh). 
AF ne Ne ETL A> On. A 
diar naar e) = d,e). 
这 表明 了 lar keah >E KI EG PHAR. 设 


È 
kth) = exp| DOY, — Y_.) ， 


j=] 


MU St ka hO hits. A le O |< Bie". j=l, 2p BY 
h> tool} k: DREF REK — HRAT AT e 于 是 由 (4. SDA 
的 第 二 个 等 式 , 就 有 
d(gth)r th) nm) Sd(ks(h) ye)， 
ET gChyr(h) 关 于 EK HRTF nini. 
由 (4.71) 式 并 记 aE NE 为 


È 
ns(h) = exp Doer Y, ， 
7=1 


则 由 引 理 1.1 存在 正 数 8B,, 使 下 式 成 立 ; 
dir (i) ns (th)) <= Bei. 

第 1 章 31.3 的 引 理 1.1 有 如 下 的 推论 : 

引 理 4.6 上 题 设 同 引 理 1.1, 且 已 连通 , 则 对 任意 的 三 了 E8 
MER SIA 1.1 仍然 成 立 . 

证 明 由 引 理 1.1 得 到 的 .44(X,Y) 的 表达 式 可 得 到 存在 仪 
RHR XAY 的 正 数 好 ,使 得 

ACX, Y] << Mtk = 1,2", 

这 表明 引 理 1. 1 中 :1 RE R bka A AES 
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都 是 :的 实 解析 映照 ,这 就 证 得 引 理 4. 6 为 真 . I 
由 引 理 4.6 M GI KGE N: 分 解 的 唯一 性 以 及 BE 
GLE) m) E Ne MH 
d(gth),e) WAC), e) S B, 
时 ， 存在 正 数 by sda 仅 依赖 于 B, 和 CETAN: 


dirne) 
b S Tze) + dme 


由 上 式 可 得 


= l, r E€ GIE), ne Ne. 


digth)r(h) snin,) + Bem’ 
= die (hn (th) nin) 
= d{ (m) ehn Ch) tn) e) 
> b [d g(h),e) 
+ din, (AY) le} 
= by idCgh) 7) 
+ dim th) nz) } 
= bide A) .n)) 
+ dir np} — Beh, 
CR FEA 4 A + Oot} AFREK gM ra a 
F ni Fl nz. 

对 于 GCE) Cartan 分 解 , 将 GCE)\{e} 分 解 成 开 集 避 CED Al 
相对 开 集 G,;(E) 的 有 限 个 子 集 的 并 ,G CED Cartan 分 解 是 唯一 
By, GCE) AY Cartan 分 解 在 模 去 迷 向 子 群 的 意义 下 是 唯一 的 . 先 
确定 ga NGE gba (1G, CE) BY EIR. FE BY Car- 
tan 4} 4%, Sy EA AB es OE i E C4. 70) 式 连续 的 
gia. Wy Cartan AR. 7 BSP RCE ADE A+ of KF 
REKI, MA M Jaa C) Cz = E, Can e OD KF REK ho 
+ coBy 89 — Bole e+e Poisson — 46 af LA BS, 

推论 4.7 恨 设 同 定理 4.5, 又 候 

2pr = a, + a, tere + ayy BE = (Geet sy}. 
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WW D 6&9 Poisson — ERA FARER : 
Piz, Uj= pe tee (igh) 


| K@U)KW,z)\*" 
| KO, KCz,z) , 


HHeeD, U=A TES, gEG, ¥ (2) =0, c, 6 SERAS 
中 的 相同 Ce) h i. 66) 式 所 定义 . 

引 理 4.8 i D=G/KCC", P(e UE D A Poisson- tE, 
则 存在 DX D 上 的 关于 全 纯 、 关 于 w HRSA Qw) 
适合 人 (0,0) 一 1, 使 下 式 成 立 ; 


Q(z QU +z) 
tr ,zr) 


证 明 4 D=G/K 不 可 约 时 , 取 
QUe, UD = (K(z,0)/K.0)” 
即 可 . 当 D BABY, h C4. 47) C4. 60)? 式 即 可 得 到 . d 
P i 46 2 UE BA EB 4. 5:0 EAS Cauchy 核 仍 然 由 (4. 16) 
IDRE JHR 16) 式 中 的 ag H ole} =agle) t= 
L,2.e*. M4. 173 趟 可 写成 


H,U) = Dha) AU). 
r=] 


参考 文献 11 中 证 明了 如 下 命题 : 

命题 4.9 设 了 DCC" 是 以 原点 为 中 心 的 单 连 通 的 贺 形 域 ,日 
D 的 Silov WR S 也 是 图形 的 . RB ye Ce) ,i 二 1,2,…} 是 上 的 
全 纯 函 数列 ,适合 : 

(1) {C0 ,1 二 1,2,…} 是 LiCS) 的 完备 标准 正 交 函数 系 ， 

(2) bE D RAR LB: 


Piz,t/) = ZEN, UES, 


(3) DAAU ED, VES KARS. MA 
Hiz U) = (2) p>. 


现在 取 D 的 全 纯 A (al t ¢,.1n4 $.(2,)=—0,# 
f(z) = £(¢,02)) 
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x (Kaz SKOOD en) ， 


则 由 4.1.2 小 节 指出 的 Bergman 核 的 性 质 和 Poisson — RHE 
质 , 易 见 ! 册 (zi 一 1,2,…)} 通 合 命题 4.9. 从 而 可 得 


H(z U= D Ae) AU) 
i=1 


= H Gap U EEVEE “ 
在 上 式 中 取 e=z AA HO0=1, Aneel 
Hitz) = (Klea D/K O, 0D", 
至 此 完成 了 定理 4.5 的 证 明 . i 
由 定理 4.5 立即 可 得 到 参考 文献 [1 1 中 得 到 的 重要 关系 如 下 ， 
命题 4. 10 WH D=G/KCC, P, UOA H(z,0) 93/2 D 
的 Poisson 一 华 核 和 Cauchy 核 , 则 有 


P(2,U) = FEDEN, 


Ne BE 4.1 到 前 题 4. 10 HAAA, AAT D 是 Harish- 
Chandra 的 标准 实现 时 能 成 立 ,而 且 对 于 D =DA,D=G/KCC", 
A EC 上 非 奇 线性 变换 时 ,对 D' 也 同样 成 立 . 从 而 有 如 下 推论 ; 

推论 4.11 设 D=G/KCC’,D=DA, Et AHC ERE 
HREF, WG BE 4, 1 至 命题 4.10 对 于 Dp RE a g =D 
是 四 类 典型 域 时 ,上 述 的 定理 和 命题 均 成 立 ， 
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本 节 着 重 讨 论 民 1 Gs ER Poisson — RA 5 Cauchy $ 
分 的 边界 性 质 . 其 中 采用 的 方法 对 讨论 一 般 的 有 界 对 称 域 上 的 
Poisson 一 华 积分 与 Cauchy 积分 有 着 重要 的 启示 作用 . 对 于 一 般 
的 有 界 对 称 域 上 的 Poisson 一 华 积分 与 Cauchy 积分 的 边界 性 质 ， 
这 里 就 不 详细 介绍 了 

A FF RT PRR AY Poisson — RDS Cauchy 积分 有 着 密切 的 
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联系 ,它们 之 间 的 联系 是 通过 一 个 投影 算 子 来 实现 的 .下 面 先 讨论 
这 一 问题 . 
4.4.1 两 种 积分 的 联系 ,7 算 子 
i D=G/KCC".S 是 万 的 Silov WAP UA Ae Oe 
D 的 Poisson — Ra. Mi fC LCS) Co 1) BY Poisson — ERES 
与 Cauchy 积分 分 别 是 


| PG WF, | He. Ms, (4. 97) 
其 中 dU 是 5 上 的 Riemann ARR. S 上 的 Riemann 度量 是 由 
C 的 欧 氏 度量 所 诱导 出 来 的 . 进一步 , (4. AR S ERT AR 
数 也 同样 有 定义 . 
将 《4. 16) 式 的 函数 系 简 记 为 
(PU) = ap Uen = 1,200}, (4, 98) 
WY ig, CO) ,n= 二 11,2,…}) 是 (S$S) 的 一 个 标准 正 交 函数 系 , 但 它 不 是 
完备 的 . 将 (4, 98) 式 扩充 为 LC(S) 的 一 组 完备 标准 正 交 隧 数 系 ,并 
将 fC LCS) EAS PRIA Fourier 级 数 简 记 为 


fU)~ Sa DAU) fos, (4,99) 
WY AF xe EPCS) Cp 之 1) 的 闭 子 空间 HL:CS) 为 
HLS) = |f € LMS) fU) ~ TaN}, 
(4. 100) 
其 中 
aP =| FO sau, 


且 总 约定 取 | dU = 1. 


设 FE LCS), pl. f 9 Fourier 级 数 由 (4. 9D MSH EM 
了 SS) 一 万) 如 十， 


TIO) ~ >a), (4.101) 
n=] 
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其 中 a. (NAG IDAG. 100) 式 中 所 定义 , 则 显然 有 如 下 引 理 : 

引 理 4.12 设 荆 由 (4.10]) 式 定义 , 则 荆 是 了 (5) 到 HL (CS) 
上 的 正 交 投影 算 子 ,从 而 本 蚌 LLCS) 上 的 有 界线 性 算 子 ,具有 

TA |] Fie 

关于 Poisson — 464% Al Cauchy 核 的 联系 ,有 下 而 的 定理 : 

定理 4.13 i} D=G/KCC, S Æ D) Silov WH, JE 
E?CS), p1, f W Poisson 一 华 积分 与 Cauchy HA 4 (4. 97 
出 ,了 是 (4, I0DREXHAT W TIER S21 时 ,有 


| HDS dU = | PDTI. 
特别 是 当 p=2 HT ELS, LAK SEL’ CSE RR. 


证 明 由 Cauchy HBJ ENCA. IDAR EDH Hlz.w) 
E weelaD Clo >l1 Lee BM 


| HeD fu = | He ,DT faa, 
HÆ TEELS). 因此 只 需 证 明 
| Hf aU = | Paws, 


对 一 切 p=l A SCHL SAR. 
设 fEHLS) prlit 
F(z) = | HG Mfand, 
则 Ftz) 在 人 上 全 纯 , 昌 有 
Flz) = Sia, f) htz), 


4m] 


而 县 以 上 级 数 在 D PA] — BRU. 
再 取 2D FHS 


G(z) = | HDA WH U ,NH Cz), 
则 有 


fU)HU,2) _ < 
Hilz, eo) ~~ 20d. CU)» 
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其 中 


=- _ i ‘ Peg 
Ön ~~ Wat) 2 $, Cza tf Yb $ 


$ (UAU) = 2 $ (U), 


HI HEK p Al gl 的 项 只 有 有 限 项 ,这 是 由 $.(z) RA xz 
的 齐 次 多 项 式 的 性 质 所 决定 的 . 

应 用 4. 2.2 小 节 中 的 记号 ,将 五 :(D) 的 完备 标准 正 交 函数 系 
记 为 

(ES G Mysl Si < 一 0,1,2.…)， 
相应 地 ,由 (4.16) 式 弹出 的 ALS 的 完备 标准 正 交 函数 系 则 记 
为 
{$= ai D EE EE 
I&i n, f = 0.1,2,°}, 

其 中 Pg (OR SOE LEC HS RARER, BRS 


if 
— — 一 
b, = > Mis = Chti- 
i=] 


= Ça + j te 1)17!1]. 
由 (4.2) 式 及 表示 理论 , 易 见 


PAAIE < Vm,;. 
而 由 参考 文献 [1] 中 的 定理 4 6.1 又 有 


IPI Dris a-n, 
O<r<o]. 
这 就 表明 , 若 SE HL CSICLOUS) WA 


ETMEDE fro gi CU dU 


< Vm Ifa. 


由 上 而 的 讨论 ,容易 验证 以 上 定义 的 Gi 
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Gz) = F(z) AW Cz, zo) / H (2525). 
特别 是 可 得 


| Pe, WFC = G Czo) 


— F(z,) = | Heo SU AU 


对 一 切 n ED, EHLG), p21 成 并 . ZEIEN T EEH, l 
由 定理 4,13 可 网 Cauchy 积分 的 边界 性 质 方 由 Peisson 一 华 
积分 的 边界 性 质 与 算 子 了 的 有 界 性 所 决定 ,而 算 子 了 XES 上 的 
—~ 4 a7 BA BF. 这 样 ,关于 Cauchy 积分 的 按 界 性 质 的 讨论 就 
转化 为 对 多 复 变 的 奇异 积分 和 Peisson 一 华 积 分 的 边界 性 质 的 讨 
tT. 
4.4.2 R, Case) EB Poisson—@R4 
AR, (non) Silov 边界 为 S=U, Pn 阶 西 群 ,根据 参考 文 
献 [1 ] 或 参考 文献 [2] 中 所 述 ,或 本 章 中 的 定理 4.4 和 定理 4.5 可 
540 FR, n,n) 的 Poisson— h E 
P(Z,U) = det — ZŽ' F |det(] — 20"))|-*, 
其 中 ZER Can), UCU, 
当 取 Z=rVER (nn), VEU, 时 ， 
Perv Uj= ded — riy dett — rVU |” 
= (1 — ri)" [det — VUI) [-™ 
= Pir, VUDI). 
AT PG UV EK r h U, 上 的 函数 POU) RE. TÆ 
了 的 Peisson 一 华 积分 就 可 写成 


PA VY = | POV UY FU) dU 
= P(r, +) *f(V) 
= fx Pir, V). 
hese ee eet PG LOK, ERP ee REG. 记 
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A = diag(e™ ,e'%2 ,++,e%), 
WE— UEU, BSR AFM IRR 
Pir, U) = (PCA) PCA PCA)", 
这 里 Pi 是 一 维 的 Poisson 核 ， 
同 第 2 章 中 一 样 , 记 


fytU) = | FVU Od, 
风 fy (0 是 UEU, ERP ORR. MAA 
Pir,0') = P(r,t!7!), 
就 有 
P.V S= f Pir, DV) 


= | fy Pr Ud 


= | Ff, PU dU, 


按照 第 1 章 内 的 中 心 函 数 的 积分 公式 ,并 简 记 
Frit) = Fv Cd, brst 48) = fv), 
P(r,A) = Pir., 0), 

就 有 


PSV) = Twa fe OPED D(A) | de, 


其 中 万 (的 政 以 后 要 用 的 五 (的 .Po 人 等 , 均 如 (2. DANE, 
|W | =a! E U, 的 Weyl 群 的 阶 , 入 = 一 rr 


令 
pak, 
a) = [Ia + F), 
FACA = rel). (4. 102) 
则 容易 验证 ,存在 正 数 A tE 


P(r,€) & Ap lgt) 
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RBA 
DA = DADP WO), 
BDO |E EKANDA mI 
IP, CAV} | 


As | A P 2 


= wiol | fy (8/e) |g (B)" | P (0) |d. 


容易 验证 ,存在 正 数 B。 使 得 
gO PDT < Bo. 
由 此 可 得 
IPAW) | 


< AB IWI IQ =| [fy (8/4) |g (Pd0 


= col |fe (0/1) |e O48. (4. 103) 


记 Z4+ 为 二 元 非 负 束 格 点 的 集 . 对 于 

J = jojo] EB; 

当 所 有 的 产 关 0 Ch=1,52.°° ON E 
Fy= [257,2] X [2271,2] & oe 
X [a7? 2%]. 
BART 关 一 0 时 ,就 将 上 式 中 的 [22 7! 2 RA 
[0,24] = [0,1]. 

Bic o WR 关于 坐标 平 而 站 =0 的 反射 , 它 生 成 了 R" 的 一 个 由 
正 交 变换 组 成 的 有 限 变 换 群 ,的 阶 为 2", 令 

Wy = Yr E), J € Z. 
Nw, S5 JEZ ELETE SR, AA 

R= U W; (4. 104) 


JE an 


再 令 
V= L— 24,24] X [— 2% 52%] & oe 
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X [— 2,22], C4. 105) 
则 显然 有 VS 和 W. HERI AW | 适合 
[Vi] = 2" |W, |. 
用 以 上 的 记号 就 可 得 
|P, CV) | 
KO fv/ lde 
J J 


<c Df | fF, G/e) jae 
J J 

— D el F 1d8 
J eO Vy 


] 
<—2"C, > 27 m] e) |dé 
“te 1 = F; iv, | iy, lve ) | 


<C, > 2° AVO, (4. 106) 


ff 


FP || Sptapteocths 
_ 1 
if (VY) = sup | TAIA | fy CP) id?,rVy Q}. C4. 107} 


M FiA A oy BY i AC be ics eG bf pa G 的 一 个 非 测 地 四 
集合 族 定义 的 . BAT ERR ER ZEA, HRE HAA HE 
质 也 是 未 知 的 . 所 幸 的 是 ,fi 可 以 用 一 族 低 维 的 极 大 函数 来 控制 . 
以 下 就 对 此 进行 讨论 ， 

4.4.3 BARK F 的 有 界 性 

上 一 小 节 中 的 (4. 106? 式 给 出 了 Poisson 一 华 积 分 的 一 个 极 大 
函数 族 的 控制 估计 . 以 下 在 一 般 的 紧 致 李 群 G 上 定义 并 讨论 极 大 
pe ST ,J EZ} 的 有 界 性 问题 . 

设 C 是 一 个 秩 为 的 连通 紧 致 李 群 ,本 是 G 的 一 个 Cartan 子 
群 ,8 是 5G AERD ÆT IH a H Cartan 子 代数 ,exp:9-=C 
是 指数 映射 ,于 是 ,限制 在 bg E, exp.5-T WBE b BIT LAH 
映射 , 取 马 为 指数 映射 exp:b->7 HOF ARH A WOe 
n 维 欧 氏 空间 了 中 的 平行 2n 面体 . E b PRE EE 
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(HiH: FRESH BRR 
A=H + aH,+ .+aH,, 
Vj 是 由 (4.105) 式 定义 的 中 的 长 方 体 ,JEZI. 
i LG)Y.LitG) 与 3 1.5 中 的 相同 ,对 于 /ELIL(G), 令 


fy) = | fzuyu- de, (4. 108) 
风 fC )EL(G) JEL, S 


fs Cz) = sup{ zag] |f. (exph) |dh, Vic Qh, 
rat [rw | ry 


(4. 109) 
则 C4. 107) 式 定义 的 极 大 函数 就 是 上 式 定 义 的 极 大 函数 的 特例 . 
对 于 f(x) 的 有 界 性 ,有 以 下 的 定理 ; 

定理 4.14 B JELG) p> JEZ. Si (7) 由 (4.109) 式 
定义 , 则 存在 不 依赖 于 JEZ RR OC HM p> 1 BIER A tE 
FAR.: 

LE tp SAF i ps 
0 24 | flog (24+ | DELG: EE BRKT CHER A. 
使 得 
WSF la <A, il flog(2 + (fF |, 

成 立 . 

证 明 CRRA 


* I -一 
Fi (ure) = sup (TD), rep ia Vs CQ}, 


对 国定 的 wEG,T,= 二 xTw ! 也 是 G 的 一 个 Cartan 子 群 , 它 对 应 的 
Cartan FRY Adu (bh) S b lta. 
G = G/T, XT, 
ERA ARB ,对 于 每 个 zEC, 存 在 唯一 的 wECAT。 MET fil 
得 c=w. 因此 对 固定 的 wEG 和 weEGI/T,: 亿 
Finat) = S] wi), 
Fant = Stun), 1 ETa 
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W fee E n ERR. 上 的 函数 ,六 -就 是 Sau A Hardy-Lit- 
tlewood Æ X FR ARK HR. 
由 于 


Von (f (Sult) cons 


=Í | |F Cwt) | *dedee 
Git AT, 


=| fælde = WF, 


从 而 当 fe Let. WHERE SY «eC MILER AR wE G/T., 
faw ELIT.) BRT. WTR: 
Ew la) = It © Tusftuwlt) > a}, 
则 对 每 个 1:€ Ev la), FET r@>0 A rGv.ea, Hid 
Tn = ExXpir uV mt} CT,, 
使 得 


all 
aA wth) [dé ， 
|T g i Toed EA E: ) > a 


RP |Tel ÆT ETER TH] Haar 测度 ， 
[Tow = by [rGQVyl, 
其 中 加 ERREF GAS JEZ AEREE. 
将 Tv 一 expftraeyoe AET.: PH KRHA” WERT 
MANIK HERO AB SKA, AP EEr OMRI FB KEH 
ET cer re DORE UF BR FR 25 TS HE A. BY Oy Co) BY Haar 测度 


mesEy (a) ,适合 


mes Ey (a) S oe l fd) thas 


b = |V, | 
"  jexp¥,;[’ 


HE 
E(a) = {x E Gf; CHT) > a}, 
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N) rE Ela), r=wt 时 ;就 有 EE., DSA 
mes FP (a) = | mesE. Cadd 
GIT 


< Ehf, [, | fewer) | dedw 
GT, 


= Pt FH, 
这 就 证 明了 SF BBC. Dae Ree ff} FE (cc, co) 
B il fs l= | 了 | .由 Marcinkiewiz 插值 定理 ,存在 不 依赖 


于 JES ALERT GCM p 的 正 数 A pl. fe PRR: 
lft Ge. 3,5 A, FI. 
由 并 EA Ook EA a N, 


EWS | (modde LA, Zil p> 1. 
LAA 
| Cu „gidaz i 


< ft Gadd +Í. ft Gerda 


HPE CIE SEa fp la) 
x ”6°p, 
<1+owlfl + (| ,fdr)de 
= 1+ A, || flog(2 + IFD a. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . | 
4.4.4 Poisson 一 华 积 分 与 Cauchy 积分 的 收敛 性 
有 了 上 面 的 准备 ,就 可 证 明 以 下 定理 ， 
定理 4.15 BELU., pm 则 了 的 Foisson 一 华 积分 
PAJO rb PIL ERR CV), 
证 明 RBI A A LF Ak eh ee A EE, RE 
明 当 FECUIN MW VEU oA 
tim, (7) (V) = fv), (4.110) 


以 及 证 明 
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MCAT) = sup | P.O) | (4,111) 


mes{V MOW > a} = (Al fl ,@0}'.g 21. 
[E h (4. 106) AAEM 4. 14 可 得 
MAW) S D, 2 Mf OV). 


TEE, 


从 而 有 
IMAI $ 2A IF, 


= B, ifl p> 1. 
这 说 有 明 t4. 111) 式 成 立 ， 
由 Poisson 一 人 些 核 的 定义 ,对 取 定 的 ZERL, (nen) DHL 
自 同 构 ¢, co p=, mE SHU, 上 ,; 则 有 各 (UV) 二 VV, 因而 在 
微分 同 眶 和 ;U0U, 一 UU 之 下 有 
dV = Plz,U)dU, 
其 中 dV A dU GAU. EV AU AN Haar 测度 ,从 而 可 得 


| P(Z,U)dU = 1, 


现在 (4. 1033 REA] HFE PE fait: > 


[PCN OY — JV) | 
< Cof Fe — fO) jg (Mad 


< Cl, | fe(O/t) ~ FOV | g(O)d6 


= LJ nowt ined 


= fiw t+ dim- 
因为 了 上 连续 ,从 而 有 
[ved — FV} 2 |] Fil os 
这 就 可 得 
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OLI KCNS l| edd. 
poet a AT 


ERE 型 一 十 ce 关于 上 —RR TS. 
而 对 任意 取 定 的 对 >0, 由 上 了 的 连续 性 知 Sy Cy ESE MO M 
f(O=f/V), ARMA 


linn TEET = @. 
J 


i oe 


以 上 两 个 极限 导出 了 {4.110) 式 对 一 切 VEU, 成 立 , 于 是 完成 定 
理 的 证 明 . | 
R, Caan) EK Cauchy BA 
HZ. = detU — 20"), 
w 
H. (VUO) = HGV, U) = det? — r¥Vt"'>-", 
WU Ff fy Cauchy 积分 在 = 一 rY 时 可 记 为 


HADT= | 7CDECTD)dD 


~ 上 ft ydet tT — VUNU. 


定理 4.16 fErwoBTIE LU., HPT Hi 101) 
AEM. pg >11. Wf Ay Cauchy 积分 


| fe det — ZO -dU 


当 Z ERV Ora AT V EJLER TAV. 特别 
BS JELU, WAC CW 7 在 r >1 LFA T T/V). 

定理 4.16 是 定理 4, 15 和 定理 4, 13 的 推论 . 

从 上 面 的 讨论 可 知 , 对 于 有 界 对 称 域 的 Poisson 一 华 积分 与 
Cauchy Ha. KAATER NAM, HE: SELOR}, 
Poisson — 464842 JL-F bahay he 其 二 是 ;(4. ODA E A 
FT HF LOO (<p<2) 是 否 有 界 的 阿 题 . 这 两 个 开 问 题 的 解 
决 ,就 可 使 有 界 对 称 域 的 Poissen 一 华 积 分 与 Cauchy 积分 的 性 质 
得 到 完整 的 解决 . 而 第 二 个 问题 又 有 着 更 深刻 的 背景 , 即 算 子 工 
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可 年 义 为 一 个 多 复 变 的 奇异 积分 , 它 比 目前 欧 氏 空间 讨论 过 的 任 
柯 一 类 琳 异 积分 似乎 更 复 杂 得 多 . 
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